
1L’ŒUF QUI SE LÈVE

On étudie le mouvement dans le référentiel (X, Y, Z) tournant à la vitesse
angulaire ~Ω autour de l’axe vertical Z. Ce référentiel contient en permanence le

grand axe de l’ellipsoïde allongé. L’axe des X est horizontal. Le grand axe de
l’ellipsoïde tourne autour de l’axe Y qui s’enfonce dans la feuille (variation de
θ). Enfin, l’ellipsoïde peut tourner sur lui-même (ϕ̇) autour de son grand axe :

l’axe des z. On complète l’axe des z avec l’axe des y identique à l’axe des Y , et
l’axe des x, de façon à former le repère direct (x, y, z). La force de frottement

horizontale étant faible, on considère que le centre de gravité G est immobile.

Soit ~ω le vecteur rotation de l’ellipsoïde par rapport au référentiel fixe.

~ω(X,Y,Z) =





ϕ̇ sin θ

θ̇

Ω + ϕ̇ cos θ



 ~ω(x,y,z) =





−Ω sin θ

θ̇

ϕ̇ + Ω cos θ





Les moments principaux d’inertie étant A, A, et C, et ~σ étant le moment ciné-
tique en G :

~σ(x,y,z) =





−AΩ sin θ

Aθ̇

Cϕ̇ + CΩ cos θ



~σ(X,Y,Z) =





−AΩ sin θ cos θ + Cϕ̇ sin θ + CΩ sin θ cos θ

Aθ̇

AΩsin2θ + Cϕ̇ cos θ + CΩcos2θ




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XI =
dh

dθ
< 0 l = −

dh

dθ
> 0 ZH = −h(θ) < 0

Calculons la vitesse du point du solide en contact à l’instant t en I avec le

plan horizontal :

~VI = ~ω ∧
−→
GI =





ϕ̇ sin θ

θ̇

Ω + ϕ̇ cos θ



 ∧





−l

0
−h



 =





−θ̇h

−lΩ − lϕ̇ cos θ + hϕ̇ sin θ

lθ̇





Si les variations de θ sont lentes, on voit que seule la composante en Y de ~VI

est non nulle. On peut penser que cette composante est négative ; il restera à le
vérifier à la fin. Donc, la force appliquée en I s’écrit dans (X, Y, Z) :

~F =





0
F

Mg



 avec F > 0

compte tenu des lois de Coulomb du frottement solide. La troisième compo-

sante est Mg car l’accélération verticale liée à θ̇ est faible.
Le théorème du moment cinétique au centre de gravité G donne :

∂~σ

∂t
+ ~Ω ∧ ~σ =

−→
HI ∧





0
0

Mg



 +
−−→
GH ∧





0
F

0



 +
−→
HI ∧





0
F

0





=





XI

0
0



∧





0

0
Mg



+





0

0
−h



∧





0

F

0



+





XI

0
0



∧





0

F

0



 =





hF

−Mg XI

F XI









0
0

Ω



 ∧





−AΩ sin θ cos θ + Cϕ̇ sin θ + CΩ sin θ cos θ

Aθ̇

AΩsin2θ + Cϕ̇ cos θ + CΩcos2θ





=





...

−AΩ2 sin θ cos θ + CΩϕ̇ sin θ + CΩ2 sin θ cos θ

...





Pour la composante en Y , on obtient :

Aθ̈ − AΩ2 sin θ cos θ + CΩϕ̇ sin θ + CΩ2 sin θ cos θ = −Mg XI

On peut supposer les variations de θ faibles, ainsi que le poids, par rapport

aux termes contenant Ω qui sont nettement prépondérants, si l’ellipsoïde tourne
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vite, et qui s’équilibrent. On obtient alors :

(C − A)Ω2 sin θ cos θ + CΩϕ̇ sin θ = 0

(C − A)Ω cos θ + C ϕ̇ = 0

Il s’agit d’une relation d’équilibre gyroscopique. Du coup, l’expression de ~σ se
simplifie :

~σ =





0

A θ̇

A Ω





et le théorème du moment cinétique devient :





0

Aθ̈

AΩ̇



 +





0
0

Ω



 ∧





0

Aθ̇

AΩ



 =





hF

−Mg XI

F XI





−AΩθ̇ = hF AΩ̇ = FXI AΩ = −
hF

θ̇
d’où l’équation différentielle :

Ω̇

Ω
= −

FXI θ̇

hF
= −

dh
dθ

h

dθ

dt
= −

ḣ

h

ln Ω + ln h = Cte Ωh = Cte soit ~σ •
−→
GI = Cte = −J

σh = J

J s’appelle la constante de Jellett (voir H.K. Moffatt et Y. Shimomura

Nature Vol 416 28 mars 2002). C’est un invariant adiabatique du problème.
Ceci permet d’arriver à l’équation différentielle en θ :

AΩh = J AΩθ̇ = −hF θ̇
J

h
= −hF

θ̇ = −
1

J
h2F < 0

cette relation donne θ̇ = 0, ce qui est obtenu quand l’axe est vertical, c’est à
dire pour F = 0 car ~VI = ~0 dans ce cas.

Il nous reste à vérifier que (~VI)Y < 0.

(VI)Y = −lΩ − lϕ̇ cos θ + hϕ̇ sin θ
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et l’axe de symétrie de révolution de l’ellipsoïde se redresse, jusqu’à temps que
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=
A − C

C

J

A
sin θ cos θ −

A − C

C

J

A

lcos2θ

h
−

lJ

Ah

−−→
GM

a sin α

b cosα
b > a

(
−−→
GM)Z = −a sin α sin θ + b cos α cos θ

Pour I, sinα > 0 et cos α < 0.

Pour
−→
GI, on a dZM = 0.

−a cos α sin θ − b sinα cos θ = 0

tanα = −
a

b
tan θ

−h = Z(I) ⇒

−h = −a sin θ
a
b
tan θ

√

1 + a2

b2 tan2θ
−b cos θ

1
√

1 + a2

b2 tan2θ
= −

b cos θ
√

1 + a2

b2 tan2θ

[

1 +
a2

b2
tan2θ

]

h = b cos θ

√

1 +
a2

b2
tan2θ

dh

dθ
= −b sin θ

√

1 +
a2

b2
tan2θ +

b cos θ a2

b2 2
tan θ
cos2θ

2
√

1 + a2

b2 tan2θ

= −
b sin θ + a2

b
sin3θ
cos2θ −

a2

b
sin θ
cos2θ

√

1 + a2

b2 tan2θ

on a
sin θ

cos2θ

(

sin2θ − 1
)

=
sin θ

cos2θ
(−cos2θ) = − sin θ

donc = −
b sin θ −

a2

b
sin θ

√

1 + a2

b2 tan2θ
= −

1

b

(b2
− a2) sin θ

√

1 + a2

b2 tan2θ

dh

dθ
= −

1

b

(b2
− a2) sin θ

√

1 + a2

b2 tan2θ

l

h
=

1

b

(b2
− a2) sin θ

√

1 + a2

b2 tan2θ

1

b cos θ

√

1 + a2

b2 tan2θ
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l

h
=

(b2
− a2) tan θ

b2 + a2tan2θ
b > a C =

2

5
Ma2 A =

M(a2 + b2)

5
A−C =

M(b2
− a2)

5
> 0

Et faisons la vérification finale :

M b2
−a2

5
2
5
Ma2

sin θ cos θ −
M b2

−a2

5
2
5
Ma2

lcos2θ

h
−

2l

2h
< 0?

b2
− a2

2a2
sin θ cos θ −

b2
− a2

2a2
cos2θ

(b2
− a2)

b2 + a2tan2θ
tan θ −

2

2

(b2
− a2) tan θ

b2 + a2tan2θ
< 0?

cos2θ − cos2θ
b2

− a2

b2 + a2tan2θ
−

2a2

b2 + a2tan2θ
< 0?

b2cos2θ + a2sin2θ − b2cos2θ + a2cos2θ − 2a2 < 0?

−a2 < 0 OK
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