Chapitre Seize

LA SOLUTION DE SCHWARZSCHILD

1. Introduction. - L’équation du champ, a cause de sa non linéarité, est
difficile & résoudre et I'on en connait peu de solutions exactes. Cependant en
imposant des conditions de symétries sur 1’élément linéaire, dictées par des ar-
guments physiques, on peut grandement la simplifier dans certains cas. Un tel
cas correspond au champ gravitationnel créé par un astre a symétrie sphérique
immobile et sans rotation par rapport aux galaxies lointaines. La solution exacte
de I’équation du champ dans ce cas fut trouvée par SCHWARZSCHILD en 1916.
Cette solution est particulierement importante, car elle correspond au probléeme
astronomique classique du champ créé par un seul corps et au potentiel en —%
qui permit a NEWTON de retrouver tous les résultats expérimentaux de KEPLER
(déduits des observations de TYCHO BRAHE) sur les orbites des planétes.

Nous verrons ensuite, que trois des plus importantes vérifications de la Relati-
vité générale : la déviation de la lumiére, 'avance du périhélie de Mercure, et le
retard des échos radars, reposent sur cette solution qui joue donc un roéle central.
La déviation de la lumiére et I'avance du périhélie de Mercure furent d’ailleurs
pendant trés longtemps les seules vérifications expérimentales de la Relativité
générale.

2. Forme de 1’élément linéaire imposée par les conditions de sy-
métrie. - Le champ gravitationnel créé par l'astre est constant (cf § 14, chap
12). Nous savons que cela correspond a I'invariance de ’élément linéaire par le
changement de u" en —u?, donc a go; = 0. Il vient

ds® = goo(du®)* + Gij du'du’

Les g;; sont indépendants de la coordonnée temporelle u’. Par raison de sy-
métrie, deux géodésiques de l'espace a trois dimensions (que nous appelons des
droites) issues de 'origine O centre de I'astre, font un angle qui, vu par un obser-
vateur local, est indépendant de la distance a 'origine. Cet angle correspond en
effet & une fraction de tour qui ne dépend pas de la distance a l'origine. L’espace
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est en effet isotrope autour de I'astre et tout le monde est d’accord sur ce que
signifie un tour complet redonnant donc la méme position, et correspondant a 27
radiants. Nous utiliserons donc comme coordonnées, les angles des coordonnées
polaires de 'espace : « la latitude et # la longitude dont la signification ne pose
pas de probléme.

A cause de l'isotropie de I'espace, un changement de v en —a ou de 6 en —@
ne change pas I’élément linéaire. Il n’y a donc pas de termes de la forme dr da,
dr df, et dfda. L’¢lément linéaire est donc nécessairement diagonal :

ds®> = AC?dt* — (B dr’> + C' r’da? + D r’cos’a d(92)

Attention, la constante C' n’a ici rien a voir avec la vitesse de la lumiére.

La signature de I’élément linéaire, le signe que nous lui donnons et la signifi-
cation de la coordonnée t qui représente un temps, imposent que A, B, C, D,
soient positifs.

Nous savons, cf § 14 du chapitre 12, que ¢ est un temps d’univers. Une valeur
de t fixée définit donc une simultanéité globale a laquelle correspond un espace
physique & trois dimensions. Si nous pouvons avoir A = 1 a l'infini, ¢ sera le
temps mesuré par une horloge étalon située a l'infini.

A cause de la symétrie sphérique, les fonctions A, B, C, D, ne doivent dé-
pendre que de 7. Le symbole A’ par exemple signifiera alors : dérivée de A(r) par
rapport & 7. A cause de cette symétrie également, la distance dl = rdo depuis
le pole nord est égale a la distance dl = rdf a I'équateur (o« = 0) pour daw = df ;
et :

ds* = —dlI* = —Cr*da® = —Dr*d§”
On en déduit que C' = D.

ds®> = AC*dt* — Bdr* — C (r*da® + r’cos’a df?)
Il est possible d’obtenir une simplification supplémentaire par un choix judi-
cieux de la coordonnée radiale r. Prenons :

T =1ryC(r) (16,1)

Or? =72

O'r?dr + 2Crdr = 2Fdr



/
Crdr (1 + 20—07“) = 7dr
;N 2
Cdr? (1 - 20—07"> = di”
2
BdT2 = gidrclr 5 = 3 de
(1+57)

Gréce a cette équation et a (16,1) B peut étre exprimé en fonction de 7.

L’équation (16,1) nous montre alors que C' = 1. Renommons alors les coor-
données barrées en coordonnées non barrées, nous arrivons avec ces nouvelles
coordonnées a :

ds* = AC*dt* — Bdr® — r* (da” + cos®a d6”) (16,2)

La coordonnée r a une signification physique simple et directement accessible
a 'expérience. En effet, sur une sphére centrée sur ’astre :

ds* = —dlI* = —r* (do® + cos’a df?)

Pour un grand cercle sur cette sphére défini par df = 0 : dl = rda et pour un
tour, c¢’est a dire pour une circonférence du cercle, [ = 27r.

A une certaine distance de I'astre, on mesure donc la valeur de la coordonnée
r en mesurant avec une regle étalon la longueur de la circonférence en faisant un
tour complet en restant a la méme distance de 1’astre. La méthode est la méme
qu’en espace euclidien. Il faut voir par contre que contrairement au cas de ’espace
euclidien, la coordonnée r ne donne pas la longueur effective sur un rayon depuis
O le centre de lastre jusqu’au point considéré. A cause de la contraction des
longueurs au voisinage de l'astre (cf §9, chap 7), la distance physique au centre
que l'on mesure avec des régles étalons locales est certainement supérieure a r !

Les composantes non nulles du tenseur métrique sont :

2 . _ . 2. 2.2
gu = AC* ; gorp = —B ; oo = —T7° ; g9 = —1r"cos’«

Ce tenseur étant diagonal, on a tout de suite :

tt __ 1 Lo 1_ ao 1 .00 1
—ac? Y TTBY T T2 T Tircesta
Notons bien ici que nous prenons comme coordonnée temporelle le temps ¢,
comme le précise I'indice ¢, ce qui entraine une homogénéité bien précise pour
les composantes du tenseur métrique et les symboles de CHRISTOFFEL. Ainsi :



tt 1

"=m nt=-1
3. Calcul des symboles de CHRISTOFFEL. - Les seuls symboles non nuls
sont :
Ly, = 39" (gmr) = 3(-3) (-B) =135
Il = 30" (—Goas) = 3(-%)2r=—%
Iy = 39" (—gee,) = 3(—35)2rcos’a = —Leos’a
Iy = 307 (gur) = 5(-3) (-AC?) = 45
Yo = 50° (goar) = 3(—7)(=2r)=1=T%,
'y, = %g‘m (—900.0) = % (—T%) (—27"2 sin «r cos a) = sin v cos «
= W) = k) (Careoda) =L =T
Fga = %gee (900.0) = % (—TQCS)SQQ) (27“2 sin av cos a) = —tana = FZG
I, = %gtt (get,r) = %Alc‘Q A'C? = % =17,
Récapitulons :
=& M= -5 T = —jeota
Iy, = ‘ggz re, =4 I'y, = sinacosa (16,3)
ry =1 Iy, = —tana . = 2%;

4. Calcul des composantes du tenseur de RICCI. - Le tenseur de RICCI
s’obtient avec les formules (11,29) et (11,14). En remplacant j et [ par a et § et
h par p, cela donne :

A
_ora,  9Tas

« A A
Rys = 5.8 — =20 4+ T, — DD (16,4)




Attention, l'indice courant « n’a rien a voir avec l'angle o des coordonnées
polaires de ’espace. Dans la suite, la méme notation « sera utilisée pour ces
deux significations différentes. le contexte permet a chaque fois sans ambiguité
de savoir quelle signification est a donner a a. Lorsqu’il s’agira de o angle polaire,
la répétition de l'indice n’implique bien sur aucune sommation, contrairement
au cas de « indice courant.

Nous aurons besoin de I’expression :

A B2
=T +T, + 8 + Ty = o+ -+ =
T\ rt_'— rr—'_ ra_'— r0 2A+QB+T

Calculons R,, ; par abus de language, u” sera notée \ :
1 2 3 4
arﬁ)\ aF?r A A
R, = 3 on - F‘;/\FM — F‘;TFM
o A// A/2 B// B/2 9
D) =a—aptap
B B B/2
(2) = —35 + o

( B 2
W=r = A=r = <ﬁ)
2
(3) — 4 p=a = A=a = (%)2
_ _ 1
_ _ A
B (A | B |2
(4) = _@(ﬂ+@+F)
p A 1A A B\ 1B
" 24 4A\A B r B
ory ory
Ry = (9;/\_ a;\t+F?AFi\tt_F?trl);A

0 1 2 3



__A'c?* | ABC?
(1) - 2B 232

12
(2) = TyLt, +T0,T7, = +245C

4AB
_ Alc? (A B 2
(3) = —W<ﬂ+ﬁ+;)
o ACT LAC (X B 1AC
"9 "4 B \A "B r B
1 9 3 4
aFéA aFéa A A
Raa — - ‘|‘ FZAFMQ — Fgal—‘u}\

Oo O\

(1) ™ <2) - _cosl2oz T % o 7nB_BQI
3) =TIy e, +0ern +10900 =—221 4 tan’o
W = 5(H+5+2)

r (A B 1
awa=—"1+—=|——— -
i +2B(A B>+B

_ Oy, _ 9Ty,

HoA oA
Ry = 50 3 + 1,0, = Th,T0,
I
0 1 2 3
/ .
= % COSQOC — %008204 — COSQOé + Sln204
= 0 4101 419 19 +T9 17 = —2Zcos’at — 2tan asin
— Y60 re Or' 00 Bt 00 00t 0 — B oS an o S  CoS (v

/ / .
= +3 cos’a <2A—A + 2% + %) — sin v cos a (— tan )
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On trouve :  Rgy = cos’a Raq. D’autre part : R,3 =0 pour o # (3.

Le fait que Ryo, Ry, Ria, Riy, Rag, soient nuls et que Ryy = cos’a R, est la
conséquence de l'invariance de la métrique pour une rotation quelconque autour
de l'origine. Le fait que R,; soit nul est la conséquence de l'invariance de la
métrique par la transformation t — —t.

5. Résolution de 1’équation du champ. - Nous résolvons cette équation
dans I'espace vide autour de I'astre, donc elle s’écrit :

Ry = 0
Nous voyons qu’il suffit d’annuler R,,., R.., Ry ; d’autre part :
R, n Ry 1 [A N B’
B AC* rB\A B

Nous obtenons donc I’'équation :

A’ B’
i = -3 soit : AB = (C'te

Nous devons imposer a la métrique de devenir celle de MINKOWSKI & I'infini ;
donc a l'infini A =B =1 et :

1
A= —
B

Il nous reste a annuler R,, et R,.. Utilisons la relation précédente, il vient :
Roo=—1+71A"+ A

A 1A R/aa
24 TA T A

Nous voyons que sur les trois équations, deux seulement sont indépendantes.
Il nous suffit donc d’annuler R, :

Rrr —

Cte
(rA) =1 = rA=r+Cte = A=1+—
r
Pour fixer la constante d’intégration, nous utilisons le fait qu’a grande dis-
tance la composante g doit étre voisine de 1 + é—‘g, ¢ étant le potentiel new-
tonien : ¢ = —GTM; M est la masse gravitationnelle active de 'astre. Il vient
Cte = —Qgéw et :
2GM 1
A=1- ; B=—-
rO2 1 _ 2GM

rC?



2GM 1
d82 = <1 — GC'Q ) 02 dt2 — w d?"2 —T2 dOé2 — 7"2 COSQOéde2 (16,5)
r
1 —

rC?
Tel est I’élément linéaire, solution exacte de I’équation du champ, trouvé par

SCHWARZSCHILD. Nous avons calculé la solution de Schwarzschild ou métrique
de Schwarzschild.

6. La masse gravitationnelle pour la solution de SCHWARZSCHILD
est égale a la masse inerte. - Nous utilisons la formule (15,22) pour faire le
calcul. Placons nous loin de I'astre, la ou ¢ est faible, et utilisons les coordon-
nées suivantes que nous appellerons quasi-galiléennes. Elles redonnent les coor-
données galiléennes types quand les effets de la Relativité générale deviennent
négligeables.

xr=rcosa cos) ; y=rcosasinf ; z=rsina
2

P =2+ P+ 2% ;. rdr=xdr+ ydy + 2dz
de* + dy* + dz* = dr* + r* do® + r? cos®a db?

Pour évaluer I'élément a intégrer, nous pouvons utiliser le fait que 1’élément
linéaire garde la méme forme pour une rotation des axes de coordonnées x'. Au
point M ou on évalue I’élément, nous pouvons choisir I'axe des x parallele au
vecteur dS, de telle sorte que : x = r, y = 2z = 0. L’élément devient :

g on — ahx.j r? dQ)
ox oxJ
j=1,3

ds> = AC?dt*> — dI?

Avec loin de l'astre :

2
—dl> = — (1 — Ff) dr® — r? do?® — r? cos’a d6?

2, 2¢ (vdx +ydy + 2dz)?

—dl> = —dr* + o2 = + dr? — da® — dy® — d2?

. .9 2 2
hide! dal = £ (da;Q + % dy?® + % A2 + 2% da dy + 22 da dz + 2% dy dz>



oh 201 0 [[2¢ d[(20\ 2] 209 4¢
e w (2)Y 5 (&) - Ee

C3 4¢ GM
PO _ 2 Q . e —
e o2, red ; avec .
P’ = MC (16,6)

Nous avons donc démontré 1’égalité de la masse gravitationnelle active et de la
masse inerte dans un cas ot la gravitation peut étre forte et ot 'approximation
linéaire ne s’applique pas. Dans un tel cas, le champ de gravitation lui-méme

contribue effectivement pour une part a la masse (voir également & ce sujet le
§ 11 du chapitre 17).

7. La singularité de SCHWARZSCHILD. - Pour r, = Q%G, le coefficient de
dr? devient infini et celui de dt? devient nul. Le nombre 7, s’appelle le rayon de
Schwarzschild et la surface r = rg la surface de Schwarzschild.

Il faut remarquer tout d’abord que pour tous les astres stables, comme nous
le verrons plus loin, cela ne pose pas de probléme. En effet, et méme pour les
astres les plus compactes, les étoiles a neutrons, le rayon de SCHWARZSCHILD est
inférieur au rayon de 1’étoile. Ainsi, pour le Soleil, ce rayon vaut environ 3 km.
La discontinuité serait donc située a l'intérieur de 1’étoile, la ot justement la
solution que nous avons trouvé, qui est une solution de I’équation du champ
dans l'espace vide, ne s’applique plus. En fait, nous verrons en résolvant au
chapitre suivant I’équation du champ a l'intérieur de I'astre, qu’il ne se présente
pas de discontinuité. Le probleme de la discontinuité de SCHWARZSCHILD ne
peut donc se poser que pour des astres en train de s’effondrer en trou noir. Nous
aboutirons nécessairement a de tels objets au § 10 du chapitre 17.

Le théoreme de Birkhoff (voir §29 du chapitre 18), que nous ne démon-
trons pas dans ce livre, affirme que toute distribution de matiére a symeétrie
sphérique et sans rotation d’ensemble méne a 'extérieur a 1’élément linéaire de
SCHWARZSCHILD méme si la matiére créant le champ n’est pas immobile. Une
étoile s’effondrant en gardant la symétrie sphérique meéne donc a 'extérieur a
I’élément linéaire de SCHWARZSCHILD qui est constant. Cela prouve qu’un tel
effondrement ne crée pas d’ondes gravitationnelles. Envisageant un tel collapse
dont nous verrons au §16 de ce chapitre qu’il n’est jamais achevé vu de 'ex-
térieur, il est donc raisonnable de penser que I'élément linéaire garde un sens
physique au moins aussi prés qu’on veut de la surface de SCHWARZSCHILD et
d’étudier les conséquences de cette discontinuité.



La question que l'on doit se poser est de savoir s’il s’agit d'une vraie dis-
continuité physique, ou simplement d’'un mauvais choix des coordonnées a cet
endroit 1a de la variété différentiable. Ainsi, au pole d’une sphére, la coordonnée
6 (longitude) n’a pas de valeurs précises. Une maniére de vérifier que la sphére
ne présente pas de discontinuité au pole, est d’étudier le tenseur de courbure et
la courbure scalaire. Ces quantités restent effectivement continues aux poles.

Il en est de méme pour la surface de SCHWARZSCHILD sur laquelle le tenseur
de courbure est continu. Nous sommes donc amenés a penser qu’il s’agit plus
d’un mauvais choix des coordonnées plutot que d’une vrai discontinuité physique.
Ainsi, cela doit avoir un sens d’étudier cette surface et son intérieur.

La discontinuité du coefficient de dr? ne présente pas de difficulté. Imaginons
le modeéle d’une surface a trois dimensions ayant la forme indiquée sur la figure
16.1. En particulier, cette surface se termine par un cylindre.

N By

Horizon — =

Fig. 16.1

On voit qu’une fois le cylindre atteint, un déplacement vers le bas ne corres-
pond & aucune variation de la longueur de la circonférence qui correspond a la
coordonnée r de la métrique de SCHWARZSCHILD. Les coordonnées spatiales sur
la surface sont r et # au dessus du cylindre. Sur le cylindre, on a un déplacement
dl avec dr = dfl = 0 et la coordonnée r n’est plus adaptée.

Le fait que le coefficient de dt? s’annule pose plus de difficulté du point de vue
de l'interprétation physique. On voit que plus on se rapproche de la surface de
SCHWARZSCHILD plus le temps propre, vu par un observateur local au moyen
d’horloges étalons, est petit par rapport au temps ¢ a 'infini. Il est clair que si
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’on pouvait voir de loin avec un télescope les choses évoluer prés de la surface,
on aurait I'impression de voir un film au ralenti. A la limite un objet extréme-
ment prés de la surface est vu immobile, quelle que soit la durée d’observation,
car toute I’évolution de I’'Univers au dehors, pendant des milliards d’années peut
correspondre a moins de une seconde en cet endroit. Quel sens physique peut
on donner a l'existence d’objets pour lesquels I'évolution de tout 1'Univers ne
représente qu'une fraction de seconde ? Il est clair qu’on a une espéce de décon-
nection spatiale et temporelle de cette partie de I’'Univers. Un tel résultat pose
la question des limites de la Relativité générale.

Ce qu’on peut dire de siir, ¢’est que tout rayon lumineux émis depuis le voisi-
nage de cette surface est tellement décalé vers le rouge qu’il devient indétectable.
Cette surface correspond a une région opaque au dela de laquelle on ne voit rien.
C’est de 1a que vient la dénomination d’horizon pour cette surface. Tout ce qui
est a l'intérieur de cette horizon contitue un objet totalement noir, d’ou l'ap-
pellation due au physicien WHEELER de trou nowr. Un tel objet n’est percu de
I'extérieur que par son action gravitationnelle (et éventuellement un effet élec-
trique s’il n’est pas neutre).

Le fait qu’un trou noir n’a pas d’autre caractéristique que sa masse, son mo-
ment cinétique et sa charge est traduit de maniére imagée en disant qu’il n’a pas
de cheveux.

Il n'y a donc pas de différence entre un trou noir rempli de matiére et un
trou noir rempli d’antimatiére. Il ne faut pas étre étonné de cela. la séparation
particule-antiparticule vient de I’équation de DIRAC, c’est a dire de 'union de la
Relativité restreinte et de la Mécanique quantique. La symétrie de I’espace-temps
de MINKOWSKI est donc a la base de la symétrie particule-antiparticule. Dans
un espace-temps courbe ol cette symétrie est brisée, la séparation particule-
antiparticule l'est également. Dans la perspective d'une union de toutes les in-
teractions, il ne faut pas s’étonner que dans les Théories modernes de physique
des particules, la brisure de cette symétrie soit également envisagée. Elle serait a
I'origine de l'excés de la matiére sur 'antimatiére juste aprés le Big-Bang. Cela
explique que notre Univers présent ne contienne pratiquement que de la matiéere.
Cette idée a été étudiée au début principalement par SAKHAROV.

Enfin en ce qui concerne la vérification expérimentale de 'existence des trous
noirs, nous renvoyons au paragraphe §8 du chapitre 7.

8. Equation des géodésiques. - p étant un paramétre décrivant la trajec-
toire, les symboles de CHRISTOFFEL avec I’équation des géodésiques donnent :
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d—27"+£, @ 2_1 d—Oé Q_LCOS2 @ 2—|—A/C2 ﬁ 2_0(167)
dp? 2B \dp B \ dp B @ dp 2B \dp) ’

o 2drda do\ >
o + S + sin v cos « (%> =0 (16,8)
d’0  2drdo dO do
T S A 1
a2 Tdpdp WY dp ! (16.9)
d*t A dt dr
Aavar. 16. 1
dp? * A dpdp ! (16,10)

9. Résolution des équations. - Voir a ce sujet également 1'exercice 12.1.
Nous résolvons ce systéme d’équations en recherchant des constantes du mou-
vement. Puisque le champ est isotrope, nous pouvons considérer uniquement les
trajectoires dans le plan @ = 0 (la symétrie de la situation implique que les
trajectoires sont planes). L’équation en a est alors automatiquement satisfaite.

Divisons (16,9) par g—z et (16,10) par g—;, on obtient :

{j(ln9'+1nr2) =0

7 Int'+Ind) =0

Attention, le " sur A signifie : dérivée par rapport a r, tandis que le " sur 0 et
t signifie : dérivée par rapport a p.

Cela nous donne deux constantes du mouvement :

lo dt
ri— =] (16,11) A =Cte (16,12)

P
J joue le role d’'un moment cinétique. Nous pouvons choisir de normaliser le

parameétre p de facon a avoir :

d 1
dp  AC
A étant voisin de I'unité, p est voisin du temps d’univers 2° = Ct. Compte
tenu de tout cela, ’équation en r, (16,7) devient :

(16, 13)

=0

Er B [dr\® 1 J> Al
— (=) ==+
dp? 2B \dp Br3  2BA?

Multiplions cette équation par ZBZ—;, il vient :
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d ar\*> J2 1
dp{ (dp) T A}

La derniére constante du mouvement est donc :

dr 2 J? 1
B — — — — = —-F 16. 14
(dp> T (16,14)

E étant une constante du mouvement qui tient le réle joué par I’énergie dans
le probléme équivalent traité en Mécanique newtonienne.

2792 2 1,2 2 2 192 o[ 1 dr J?
Codr* = AC*dt” — Bdr* —r°d0* =dp* | — — B = Edp?
A dp)

dr* = 52 dp’ (16, 15)
Pour les photons et les particules de masses nulles, nous avons donc £ = 0,
et pour les particules matérielles £/ > 0.
Nous pouvons maintenant éliminer le parameétre p, puisque dp = ACdt :

,df
7 b JAC (16,16)
B [dr\® J? 1
207 (%> +5-5-F (16,17)
dr® = EA%dt* (16, 18)

10. Approximation newtonienne. - Dans ce cas A ~ B ~ 1; posons

J,=0CJ:
d@
i =
A C?

1 (dr I 1-E ,
5(%) g T¢="5 ¢

Nous retrouvons les équations de la Mécanique newtonienne, le deuxieme
membre de I'équation ci-dessus représentant 1’énergie totale newtonienne pour
I'unité de masse.
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11. Etude générale du mouvement : écriture des équations. - Nous
allons utiliser I’équation concernant la variable . Nous allons dans un premier
temps lui donner une forme plus pratique. Commencons par remplacer ¢ par
q = C1 en utilisant (16,18) dans (16,17) :

2 2
BE(@> +J——l:—E

dq r2 A
dr\* 7211
“Yy - <4 -2 16,1
(dq> r2BE B + E (16,19)
_ 1 - J?
P - BE=— . JP== 16, 20
0OSO11S E y E ( ) )

@-stnfed)

Envisageons maintenant le cas des photons. L’équation en r (16,17) donne :

B (dr\*, 1,
A2C? \ dt r2 A

Avec (16,13) : dp* = A2C?%dt? | il vient :

dr\” J? Ts
By 15 (-3
dp 72 r
Divisons cette équation par J?2, puis posons dq = Jdp (il est en effet loisible de
choisir un paramétrage de la trajectoire adapté suivant les valeurs de J). Posons

enfin £ 1.
dr\?> - N1
<d_2) :E—(l—%ﬁ (16,22)

:ﬁ'

Posons enfin :

Vir) = (1-%) (1 + J—) (16,23)
W) = (1-%) = (16,24)

12. Etude du potentiel efficace V(r) pour une particule matérielle. - Nous
allons étudier successivement la forme des courbes V' (r) et W (r).

Etude de V(r).
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Soit :I::1 - =J2

T
V(z) = (1—rum)(1+ 2%

V' = —r (14 12%) 4 2z(1 — rex)
V' = —3rdx® + 20x —ry

Supposons dans un premier temps que A/ 2=12-3r,2 > 0. Cela correspond

~ G?M?
2
J°>12 ol
V' a alors deux racines positives car leur somme et leur produit sont positifs.
1 1 :
V" =2l(1-3rx) >0 pour z< 3 ; soit i 7 > 3rg
T's
Nous pouvons dresser le tableau de variation suivant, figure 16.2 :
r + © 3rs 0
X 0 *” + »
yv v + 0 -

y 1\/\_®

Fig. 16.2

Dans la mesure ot I'on retrouve la gravitation newtonienne comme cas limite,
on peut penser qu’il existe des cas ou le maximum relatif de la fonction V (r) |
obtenu pour r = r;, est plus élevé que la limite de V' (r) quand r tend vers +o0 :
V(re) > 1. En effet, en gravitation newtonienne, V(r) — +oo quand r — 0.
Nous appelons 7. la valeur de r pour le minimum relatif de V' (r). Nous arrivons
donc a la courbe suivante pour la fonction V(r) (fig. 16.3) :
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©

V(r)/N

vin=1- -} ¢

: i fcs N

Fig. 16.3

13. Discussion générale du mouvement. - L’équation en r est de la forme

générale :
dr\” ~
— Vir)=FE
(dQ> Vi)

Cette relation étant constamment vérifiée, la relation dérivée 'est également :
dr d’r dr
2(— ) (=) +V'(r)=—=0
() () +7os,

dr ~Vi(r)

A~ 2

La relation ci-dessus étant vraie sur toute une plage ou % # 0 l'est également,
q

Soit :

par continuité, aux points ol dr st nul.
) dq

Nous pouvons représenter 1’évolution d’une particule par une droite horizon-
tale de hauteur F au dessus de 'axe des abscisses et munie d’une fléche indi-

quant le sens de variation de r. La particule s’arréte lorsque g—; = 0 donc lorsque

V(r) = E, cest a dire aux points d’intersections de la courbe y = V (r) et de la
droite précédente.

En ces points, la direction vers laquelle la particule repart sur la droite est
donnée par la pente de la courbe en ce point. V'(r) > 0 donne " < 0 et la par-
ticule redémarre vers la gauche. Elle redémarre vers la droite pour V'(r) < 0.

16
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Enfin elle reste immobile pour V’(r) = 0. Si il s’agit d’'un sommet de la courbe, il
est clair que I'équilibre est instable, car une petite diminution de r par exemple,
donne V'(r) > 0 donc 7’ < 0 et le mouvement s’amplifie (idem pour une peite
augmentation en changeant les signes). Le raisonnement est analogue pour mon-
trer qu’a un minimum relatif de la fonction V(r) correspond un équilibre stable.

Ceci dit, dans le cas (a), on voit que la particule vient de l'infini, s’arréte
en A puis retourne a l'infini. On a une trajectoire tout a fait analogue au cas
de I'hyperbole du mouvement newtonien. De méme dans le cas (b), r oscille en
permanence de r_ a ry. C’est le cas analogue de 'ellipse du mouvement newto-
nien donnant des orbites stables, bien que non fermées comme nous le verrons
(précession du périhélie). Le cas r = Cte = r.s correspond a une trajectoire
circulaire stable (cs rappel circulaire et stable).

Un cas nouveau se présente pour la trajectoire (c). r décroit sans arrét jusqu’a
atteindre ’horizon dans laquelle la particule s’engloutit.

Le cas limite est le cas (d). La particule spirale pour se stabiliser a r = 7
(cercle instable) mais il suffit d’un rien, et la spirale infernale reprend, la particule
étant engloutie par le trou noir. Notons que 'augmentation de E a J constant
correspond & une diminution de £ et donc & une diminution de J qui correspond
a un moment cinétique d’apres (16,16).

Dans le cas ou la dérivée V'(r) n’a pas de racines, elle est constamment
négative. V(r) est une fonction constamment croissante de r et aucune orbite
stable n’existe. On passe de ce cas au cas cité précédemment en faisant varier
les conditions initiales de lancement de la particule. Toutes les particules sont
englouties (fig. 16.4).

Ce cas correspond a J? < %241\42
d’apreés (16,20) a une plus petite valeur de J qui correspond au moment cinétique,
donc également par exemple & un parametre d’'impact plus petit.

et une valeur plus petite de J correspond
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VIN=1 - -F - - = = = = = = = = = = m m m mmmmmmmmmmmmm—— - -

Olrs r
Fig. 16.4

Le cas limite est celui ot ¢/ a une racine double. " s’annule donc également, et
nous avons un point d’inflexion a tangente horizontale, donc la possibilité d’avoir
une orbite circulaire. C’est d’ailleurs la seule solution qui évite I’engloutissement

(fig. 16.5).
V()4

7

VIO=L1 - -

@) lci=Trcs

=

Fig. 16.5

Lorsqu’on est voisin de ce cas, mais qu’on a tout de méme deux zéros, on peut
voir la forme de la courbe par continuité par rapport a la courbe précédente.
Lorsqu’on est proche de la courbe précédente, le maximum relatif est certai-
nement inférieur a la limite de V() quand r tend vers +o0. Les seuls orbites
qui évitent 'engloutissement sont celles pour lesquelles r oscille entre r_ et 7.

18



(figure 16.6).
V(r)/\

V=1 - - -

e [cj
O ['s Tc fes Fig. 16.6

La demi-somme des deux racine de 3/ vaut :

wti L g
= = e
2 37y

Donc, r.s et r.; sont toujours de part et d’autre de 3ry. r et r.s se rejoignent

et on a la derniére orbite circulaire stable possible, celle qui est le plus pres
possible du trou noir pour :

GM
T =Tp = Tes = 3rg = 6? (16, 25)

14. Cas des photons. - Nous avons :
Wi(x) = 2*(1 — )

2

y = 2x(1 — ryx) — 2*ry = —32°r, + 22

D’ou le diagramme et la courbe, figure 16.7 et 16.8.
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r ‘o 305 I's 0
2
2 1
X 0 ?s Ts + o
y' * 0 i
y / T 0 —
0 - ®
Fig. 16.7
N
w(r)
(c)

(b)

(@)

Fig. 16.8

On voit qu’il n’existe que trois cas :

(a) qui correspond a la déviation de la lumiére venant de I'infini et y retour-
nant.

(b) : la lumiére se rapproche du trou noir en spiralant pour finir par décrire
un cercle ; mais cette trajectoire est instable, et la spirale peut reprendre menant
a ’engloutissement. Enfin, le cas :

(c), on a engloutissement & la suite d’une spirale plus ou moins enroulée sur
elle méme. Le rayon de 'orbite circulaire instable correspond & 'annulation de
la dérivée qui est obtenue pour :

3 3GM

(16, 26)

La montée (a) — (b) — (c) correspond a l'augmentation de F, donc a la
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diminution de ce qui joue le role de moment cinétique J. Ce sont les photons de
“moment cinétique 7 trop faible qui sont engloutis, comme il fallait s’y attendre.
J, bien str, est différent du moment cinétique classique, puisque des photons
suivant la méme trajectoire et de fréquence variable, donc d’impulsion variable
ont ici le méme J. On voit ainsi que la trajectoire ne dépend pas de la fréquence
de la lumiére puisque J n’en dépend pas.

En conclusion, on voit qu’'un trou noir peut engloutir de la matiére qui s’en-
fonce en spiralant. Ce qui a été dit sur les trous noirs a la fin du paragraphe 8
du chapitre 7 est ainsi justifié.

15. Etude de 'orbite circulaire de la lumiére. - Nous allons montrer en
faisant intervenir la nature ondulatoire de la lumiére comme cela a été fait au
§ 21 du chapitre 12 que 'on retrouve directement le rayon de 'orbite circulaire.

Nous considérons une onde plane qui tourne autour de l'astre dans le plan
équatorial (o = 0). Deux plans d’ondes voisins se rejoignent au centre et sont
caractérisés par I'angle qui les sépare (fig. 16.9) :

Fig. 16.9

Un tour complet a la distance définie par la valeur ry a pour circonférence 27y
et contient N longueurs d’ondes. Un tour complet a la distance voisine définie
par ro a pour circonférence 27rs et contient également N longueurs d’ondes. En
r = ry, la longueur d’onde est Ay, idem pour r, As. On a donc :

lek)\l ; T2=]{3>\2

D’autre part, le long d’'un rayon équatorial, sur un plan d’onde, la vibration
doit étre partout en phase. Il y a simultanéité de la vibration qui est donc
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caractérisée par sa période mesurée en temps d'univers ¢t. A la distance définie
par r1, localement, la période est égale a 71, idem 75 pour ro. On a :

/ r / r
=4,/1—-=1 ; T=,/1—-=21
T T2

La vitesse de la lumiére est trouvée partout égale a C, donc: C = i—l — A2
On en déduit :

16. Temps de chute d’une particule. - Nous prenons l'exemple simple
d’une particule immobile & l'infini qui chute radialement vers le trou noir et
nous nous proposons d’étudier le temps qu’il lui faut pour atteindre I'horizon.

L’équation (16,19) donne (rappelons que ¢ = C'1), puisque J =0 :

dr\* .
dg) B E

Le premier membre s’annule a I'infini ot B =1; donc £ =1 et :

dr\® _rs
dg) r
I
C\/rs

Le signe moins vient du fait que lorsque le temps croit, r décroit. Le temps

de chute pour un observateur sur la particule (temps propre), depuis la valeur
r = R jusqu’a 'horizon est donc :

dr =

VT dr (16, 27)

A7 — 302¢7~— (R% - rﬁ) (16, 28)
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Ainsi I’engloutissement par le trou noir a effectivement lieu en un temps fini
pour la particule. On peut montrer que tel est le cas pour n’importe quelle
trajectoire se terminant par un engloutissement.

Envisageons maintenant la situation vue en temps universel ¢, temps propre
a l'infini. (16,18) avec F = 1 donne dr = Adt. 1l vient :

1 1 dr

(-2)0VE

Posons uw = r — ry; Le temps est donné par :

11 (Y du
At = — —(u+r

L’intégrale diverge en 0. Ainsi il faut un temps infini pour que la particule
franchisse I'horizon. On peut montrer qu’il en est ainsi pour toute trajectoire

dt = —

[\V][eV)

menant a cette horizon. Cela ne doit pas nous surprendre, puisqu’on sait que la
chute est vue de plus en plus au ralenti au fur et a mesure que la particule se
rapproche de 'horizon.

On peut déduire de cela qu'un collapse gravitationnel n’est jamais achevé vu
de I'extérieur. La situation se fige de plus en plus alors que certaines particules
n’ont pas encore atteint I’horizon. Nous allons montrer cependant au paragraphe
suivant qu’il se produit un décalage vers le rouge brutal entrainant I’extinction
soudaine de la particule en chute libre qui disparait ainsi totalement de la vue
en un temps fini.

17. Extinction d’un objet lumineux lors de la chute dans un trou
noir. - Reprenons 'exemple du paragraphe précédent d'une particule immobile
a l'infini qui chute radialement vers le trou noir et supposons que cette particule
soit lumineuse. Nous appelons z le décalage vers le rouge de cette lumiére et
posons :

A— X
=

Ao est la longueur d’onde d'une radiation émise par 'objet, A est la longueur
d’onde de cette radiation mesurée par I'observateur a l'infini qui voit cette lu-

miére. On peut montrer (exercice 16.5) que pour r ~ ry :

Ts
z~2

(16,29)

r—Ts
La valeur de r est prise a I'instant d’émission du signal : ¢ en temps universel,
tandis que le signal est regu a I'infini (trés loin) a instant ¢, en temps universel.
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D’autre part :

dr

i
Envisageons deux cas distincts :
a) r>ry = 2z2~0

_ (1 _ E) "o (16, 30)

r r

b) o~

ﬁg_(l_E>C:—T_TSCZ—T_TSC

dt r r rs
dr B _Cdt
r—ry Ty
r—r, = Cte 67% (16, 31)

On retrouve bien le fait qu’il faut un temps infini pour avoir r = r,. Mais

(16,29) donne :

Ct
z = (Cte ers

Ainsi le décalage vers le rouge est voisin de zéro pendant trés longtemps puis
se met a croitre exponentiellement trés brutalement avec la constante de temps
T = %&. Prenons 'exemple d’un trou noir de masse 2.5M, cf §8 du chapitre 7)

T =246 10" s

3 ;

L’extinction de I'objet est donc quasiment instantanée.

I1 faut tout de méme se souvenir que ¢ n’est pas le temps d’arrivée du signal
au point ot il est observél ; ¢ est 'instant d’émission. Cela modifie quelque peu
la formule si I'on exprime z en fonction de ¢, le décalage t, — t croissant lors
de la chute (voir exercice 16.7).

Sans faire une démonstration rigoureuse, nous comprenons bien comment une
¢toile s’effondrant en trou noir disparait de la vue quasi instantanément. On peut
imaginer une enveloppe de gaz s’effondrant, mais encore située a une distance
supérieure a celle de I'horizon déja formée. Chaque particule se comporte comme
celle que nous avons étudiée ci-dessus et ’enveloppe dans son ensemble dispa-
rait quasi instantanément de la vue bien que n’atteignant jamais complétement
’horizon, vue du reste de I'univers.

En conclusion de ce paragraphe, les trous noirs peuvent exister en ce qu’il
peut exister des masses gigantesques invisibles par les rayonnements électroma-
gnétiques et agissant pourtant gravitationnellement. On peut d’ailleurs calculer
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completement la métrique d’une boule de poussiére s’effondrant gravitationnel-
lement ; on arrive également et plus rigoureusement au fait qu’il y a extinction
brutale de l'astre.

18. Déviation de la lumiére par le Soleil. - Nous arrivons a I’é¢tude des
tests fondamentaux de la Relativité générale basés sur la solution exacte de
SCHWARZSCHILD.

Ici, nous avons besoin de la forme de l'orbite, donc du lien entre r et 6.
Eliminons dp entre (16,11) et (16,14) :

1 1

dg  J dp
B (dr\* 1 1 E
=) +5-—5=—5 16, 32
r4<d0) TR EAT TR (16,32)

dr (1 B 1\*
o \J2A J2 2} /B

La solution est alors déterminée par une quadrature :

Bxd
in/ U (16,33)
P (=)

Considérons un photon ou une particule matérielle qui arrive de I'infini (fig. 16.10).
A Tinfini, la métrique est celle de MINKOWSKI et A(co) = B(oo) = 1. Le mou-
vement s’effectue en ligne droite a la vitesse V. Nous pouvons choisir I'origine
des longitudes de fagon & avoir #(oco) = 0.

____________________ M
D\
/6:0 [b
To X

Fig. 16.10

25



b=rsinf V=—

Introduisons ces valeurs dans les équations du mouvement (16,16) et (16,17),
nous voyons que celles-ci sont vérifiées, et cela nous donne les constantes du
mouvement :

db b2 db
2 o~ — N
e T
cosf@ d§ JC
V=bhb—7F—~— 13,34
sin%f dt b (13,34)
V2

Nous retrouvons le fait que pour un photon, £ = 0.

Dans le cas qui nous intéresse, il est plus pratique d’exprimer J en fonction
de la distance minimale d’approche du Soleil rg. En g, % s’annule et (16,17)

do
LR SR NN
T'02 J2A - J2 02

1 V22
— _— — 1 —_—
J To (A + 02>

La déviation est alors égale a : D = 260 — 7 avec :

Hoc B(r)? d
) _ / (r)? dr - (16,36)
-1 2
o 2 | L (_L_ _ Ve I S 2y L
r [7’02 (A(ro) L+ CQ) (A(T) L+ CQ) 7’2]

Pour un photon V' = C' et on obtient :

0 = /T:OO B(r)

Nous prenons :

donne :

D=
N
N
=N
~__
[\
S
=S| S
v\_/
I
—
\_/
ol
|&
ﬁ
VN
—_
=2
w
\]
N——

2GM 2GM
rC? - B =1+ rC?

La quantité a la puissance moins un demi vaut alors :

A(r)y=1-
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o, 2GM L 2GM Lo 26M
To2 roC? rC? g2 C? \r
Or :
7“_2_ | — (r—ro)(r+mp)
r® ro?
1 1\ (r—ror %22—1 r
roore) ro2 ro®ro T 4ry 1o

Donc, on obtient :

7“_2 q ) 2G M r
T02 02 T()(T + T())

et :
oo ar GM GM  r
0 = — (1t —=*+
o 2 > rC C? ro(r+ro)
o -
Dérivons :
r—r
1 To” 0
T+ T
r—i—ro r ro
27“0 To) 7o) g—g n 1 :
21— mz Zo1 (rtro)y/E-1
Dérivons g(r) = arcsin“® , on obtient :
_:_g B 1 1
70 r 2
~ L

Nous pouvons maintenant calculer 6 :

0 = /OO (1 G = d0)

= SO~ el

GM T
T()C2

0=
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M = M., M est la masse du Soleil.

D AG M
reoC?
La déviation est en effet maximale pour un rayon lumineux rasant le Soleil,
et dans ce cas rop = re.
On voit que la déviation est positive comme sur la figure 16.10. Elle correspond
bien a une attraction de la lumieére.

(16, 38)

La valeur est double de celle que donne la Mécanique newtonienne pour une
particule matérielle animée de la vitesse C', comme cela avait déja été trouvé au
§ 20 du chapitre 12. Avec les valeurs numériques suivantes en unités légales :

G = 6.6710°" M, = 1.99 10%
ro = 6.9510° C = 3108
On trouve D = 1.75

Voir a ce sujet I'exercice 7.3.

L’expédition de 1919 menée par EDDINGTON lors d’une éclipse totale trouva
environ 1.98” (voir photos sur la figure 16.11).

Lors des mesures ultérieures, les valeurs oscillent entre 1.7” et 2”. On voit que
la précision est faible, mais la valeur théorique est bien incluse dans les résultats
expérimentaux.

On a effectivement une déviation, ce qui élimine la théorie ondulatoire de la
lumiére avec un temps absolu et un espace euclidien. D’autre part la déviation
trouvée élimine également la possibilité que le photon soit une particule ma-
térielle obéissant a la Mécanique newtonienne. La Relativité générale franchit
donc avec succes ce premier test.

Voir également a ce sujet le § 6 du chapitre 7.

La déviation de la lumiére par une galaxie ou un amas de galaxies est a l’origine
de mirages gravitationnels. La lumiére émise par une autre galaxie plus lointaine,
ou un quasar, peut étre déviée par la galaxie servant de lentille gravitationnelle de
telle sorte que deux images virtuelles identiques sont créées (fig. 16.11). La figure
pouvant avoir la symétrie sphérique, on peut parfois voir un anneau entourant
la galaxie servant de lentille. Ce phénoméne appelé anneau d’Einstein (quand il
est incomplet, on a un arc) qui avait été prévu par EINSTEIN a été effectivement
observé sur plusieurs cas.
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_Abell 2218 4

Fig. 16.11
Ces mirages gravitationnels sont un moyen d’évaluer la masse de la galaxie

lentille ou de 'amas de galaxies lentille, donc permettent d’évaluer les masses
dans 'univers. Ceci apporte une contribution a I’étude de la densité actuelle de
I'univers (voir chapitre 18). On observe également que la plus grande part de la
masse est invisible (matiére noire).

19. Précession du périhélie. - Nous considérons maintenant une orbite
lice, qui sera donc trés voisine d’une ellipse qui est la trajectoire donnée par
"approximation newtonienne (fig.16.12).

29



Fig. 16.12

Lorsque r atteint sa valeur minimale au périhélie, r» = FM; = r_ et lorsque
r atteint sa valeur maximale a 'aphélie, r = FMy =1y, % = 0. (16,32) donne

alors :
L L _ L (16, 39)
Ti2 J2 Ai - J2 ’
Avec la notation : Ay = A(ry), A_ = A(r-).
Ces deux équations nous permettent de déterminer £ et J.
RSN NS USSR U WP vl
ry2 r2  J2\A, A MLQ -5
2 1 1 1 2 1 2 2 r_2
- J2+1 r_ (E A—)-I-Am 1T /ﬁ_I
o2 AL ry?2—r.2 Cory2—r_2

(16,33) nous donne la variation angulaire 6 lors du passage de r_ a ry :

T VB dr
o - / T (16, 40)

1 E 1)%

J2A J? r2
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Nous allons faire un développement limité de ce terme en “*. Si nous prenons
pour les termes contenant A des développement au premier ordre, nous voyons
que rs se trouve en facteur au numérateur et au dénominateur et disparait. Il
nous faut donc aller au deuxiéme ordre pour A.

A =1L
B~ 1+

2
A7l > 1445y

On voit alors que la quantité considérée est du second degré en %; d’autre

part elle s’annule pour r = r, et pour r = r_; ceci est donné par (16,32) avec

% = 0. De plus cette quantité est positive. Elle est donc de la forme :

1 1 1 1
T rooTy
Pour trouver la valeur de k, il suffit de regarder la valeur prise quand r — +o0.

-1 -1
]f 7’72 — TfQAf — T+2 —+ 7"+2A+

r_ro 7"+2 Tf2 (A+_1 — Af_l)

On obtient : k72 = 1 + %S, p étant le paramétre de 'ellipse :

___r
14 e cosf
Finalement l'intégrale de r_ a r, vaut :

T 1 T_s
[ = (1+E) /+ U+ 5) dr (16,41)
reo9

S (Gl

r

Posons :
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et effectuons le changement de variable :

F' s’annule pour » = r, et r = r_, donc pour z = +1. F' est positive pour
—1 <z <1, F est du second degré en z. Donc F' = \*(1 — x?).
A\? est la valeur de F pour o = 0, soit puisqu’on a alors :

1 1 1

T 2ry 2

5 1 1 1 1 1 1
N =|—— — + -
r_ 2ry  2r_ 2ry  2r— 1y

Finalement :

D’autre part :

Il vient alors :

o (rg)ri(E-2)e
r 2 4 -
I = <1 + —S> / - S dx
D _
La part du numérateur faisant intervenir x donne une contribution nulle entre

—1 et 1 et on obtient :

T T +1 dx
[=(1+— 1+ — _— 16,42
< p> < 2p> 1 V11— a2 ( )
+1 dil?

——— = —Jarccosz] | =7
-1 VvV 1— .%’2
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9+ —0_=m + m
2p
La précession du périhélie vaut donc :
37Ty
A =20, —0_)—2m ="
p
67TGM®
Af = 16,43
p 02 ( Y )

La valeur trouvée est positive, ce qui prouve que l’ellipse tourne dans le méme
sens que la planéte.

L’effet de perturbation des autres planétes comme Jupiter, entraine également
une précession du périhélie calculable par la Mécanique newtonienne.

On peut montrer que tous les différents effets s’ajoutent, et une fois les effets
classiques enlevés, il reste uniquement la précession due a la Relativité générale
qui restait inexpliquable avant que cette derniére théorie voit le jour.

Prenons les éléments de I'orbite de Mercure :

demi-grand axe a = 5.791 10"%m
excentricité e = 0.206
p=a(l—e?) = 5545 10"m

On trouve : A0 = 510 "rd

Mercure faisant un tour autour du Soleil en 0.2408 année, on obtient 43"
par siécle, ce qui est pratiquement exactement la valeur expérimentale trouvée.
Cette valeur de 43" était déja connue en 1916, année d’avénement de la Relativité
générale, de telle sorte que la précession du périhélie de Mercure fait partie avec la
déviation de la lumiére par le Soleil des deux seules vérifications expérimentales
contemporaines de la découverte de cette théorie. Il fallut attendre les années
1960 pour que d’autres vérifications apparaissent (décalage vers le rouge, retard
des échos radars, mirages gravitationnels etc).

Lorsqu'EINSTEIN qui travaillait seul sur ce sujet vit que ce trés long calcul
menait d’une maniére inévitable au nombre de 43 qui était déja connu de part les
observations astronomiques inexpliquées jusqu’a ce jour, il eut le sentiment que
quelque chose s’était brisé en lui. Il eut des palpitations cardiaques (Abraham
PAIS : Subtle is the Lord 1982 Oxford University press)

Nous pouvons comparer les précessions théoriques et les valeurs observées pour
les précessions du périhélie en un siécle pour les différentes planétes (fig. 16.13) :
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. a P Nbre de révol
Planetes 1010, | € 110104, | en ’ﬁetour par siecle | en” ?Ziéele ob%eivé
Mercure | 5.791 | 0.206 | 5.545 0.1036 415.3 43 43.1 £0.45
Vénus 10.821 | 0.007 | 10.820 | 0.0531 162.55 8.63 8.4 £0.5
Terre 14.960 | 0.0167 | 14.956 | 0.0383 100 3.83 5 1.2
[care 16.10 | 0.827 | 5.089 | 0.11286 89 10.05 9.8 £0.8
Fig. 16.13

Ce tableau montre le grand accord entre les prévisions théoriques et les résul-
tats expérimentaux.

20. Effet Shapiro : retard des échos radars. - Venons en maintenant a cet
effet déja mentionné au § 13 du chapitre 7. Nous envisageons donc maintenant
I’évolution de la position du mobile en fonction du temps.

L’équation (16,17) donne, dans le cas d'un photon (F = 0) :

B ar\®> J? 1
_ 4+ — — — = 0
A2C? \ dt r2 A
% = 0 a la distance d’approche maximale du Soleil que nous appelons 7y,
donc : 7:{)—22 — A(%"o) =0 soit en posant  A(rg) = Ag: J* = "o s Il vient :
B dr\ 2 ro\2 1 1
— —) —— == 16,44
A202<dt> +(7) A, A (16,44)
dr roN2 A\ AC? 2
a 1—(—) 2y 16,45

Nous appelons alors £(r1,79) le temps que met la lumiére pour aller du point
M;(r1,601) au point My(ro, 0y) (fig. 16.14). L'effet de courbure de la lumiére est
énormément exagéré sur la figure pour bien préciser les notations.
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[A]

01

T

Fig. 16.14

1
t(ry,r0) = e /TO \/1 = (ro)Q = dr (16, 46)

et pour aller de M a Ms, on a :

t(Ml, Mg) = t(?“l, 7"()) + t(?“g, 7“0)

Pour calculer cette intégrale, nous allons faire des développements limités en

r r B r
B(ry~1+-= et A(r)=1--= —~14 2
M1+l e am=1-" 0 [ Bary

ro\2 A re2l — I o> s  Ts 70’ Tors
1—(—) L e Y L S A -
r/ A r2 1 :S r? r +T0 r2 rs (ro=)
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ToT's

1 E (1 + 7) |:1 + 2r(r0+r)}
t(?“l,T()) = —/ dr
C J ] —
1 [ dr Ty ToTs
/ S —_— 1= — 16,47
avec : t(r1,rg) = I1 + Iy + I3
( 1 prr1d(r2—rg? 1
L= 5 o L= gvr? =1y’ (16,48)
—TQ
_ s (1 __dr _ s (71 r? _
§ L = CJIro (/2,2 Iy = C’ln <r0+ 702 1) (16,49)
_ s M ro dr _ Is [ri=ro
\ ]3 20 Jrg (ro+r) r2—rp2 [3 2C r1+70 (16’50)
1 r 712 re |ri—r
t(r,m) = & | V2 = +rln T—;+ T—;Q —1)+5 Ti +7~2 (16,51)

On voit sur la figure 16.15 que le premier terme, prépondérant, est celui que
'on obtient en considérant, en géométrie euclidienne, que la lumiére se propage
en ligne droite a la vitesse C'. On retrouve ce terme seul quand ry = 0 donc
quand MG = 0, lorsque la gravité est donc absente.

M,
My P
To 1
To
Fig. 16.15
Le retard est donc donné par :
Atlryre) = 2 i [T [T g ) L s (16,52)

ri,ry) = — — — — —
bo o ro2 2\ r+rg ’
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Il reste & évaluer avec précision r; en métrique de SCHWARZSCHILD (SHAPIRO

1968). De plus, pour une horloge sur Terre, on a: 7= ,/1 — ;’;T t (voir exercice
16.11 avec une influence négligeable de la gravité terrestre sur 1’écoulement du
temps).

L’expérience consiste a envoyer un signal radar sur Mercure et a mesurer le
retard A7 du retour par rapport au résultat attendu dans le cas d’une propa-
gation rectiligne de la lumieére a la vitesse C'. La situation la plus favorable est
obtenue lors d’'une conjonction supérieure de Mercure, le signal radar rasant le
Soleil & laller et au retour (fig. 16.16). Sur cette figure, il y a également une
animation montrant le méme cas avec Mars :

“‘-‘IITIII.... 74
o* “ve, Retard de I'écho radar
““ ".0 en microsecondes
.o‘ Conjonction|supérieure '.‘
& oo @ Mercure *,
0“ .’.
* *

*
*

*
L .
RET T A

.
.
.
.
.
-

.

-

-
-
1
L]

L]

L]

u

L]
J
U
g
U

auEEEN N,y
P2 Tra,

. .,
\d -
“-....

.* ‘.

*
R4
" ‘.
0. o K
% Co, * *
., Yauy ws® R4
* . . q o *
. Conjonctioplinférieure R4
* *
v, o*
O. ‘$
... . .®
Taay aun®
Terre

Fig. 16.16

Considérons plus en détail le cas de Mercure :
Nous appelons 7, la distance de Mercure au Soleil, rp la distance de la Terre
au Soleil, ro le rayon du Soleil. On a alors, en tenant compte de l'aller et du

retour :
AT =2 [At(TT, 7“@) + At(?“M, T@)] (16, 53)

Le calcul numérique donne :

AT = 0.240 1072 secondes

Voir a ce sujet 'exercice 7.3 .
Les premiéres mesures faites par le laboratoire Lincoln lors des conjonctions

supérieures de Mercure du 28 avril au 20 mai 1967 et du 15 aotit au 10 septembre
1967 donnérent un bon accord entre la théorie et 'observation.
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Le retard produit par le passage d’une onde prés du Soleil est maintenant
vu trés nettement grace aux pulsars. Lorsque, du fait de la rotation de la Terre
autour du Soleil, un pulsar s’aligne avec le Soleil, on détecte avec beaucoup de
précision le retard sur I'arrivée des impulsions d’ondes radioélectriques.

21. Ralentissement apparent de la vitesse de la lumiére. - Montrons
que le calcul fait dans le paragraphe précédent est en accord avec 'explication
intuitive du ralentissement apparent de la propagation de la lumiére vu par un
observateur loin de I'astre, donnée au § 13 du chapitre 7 et dans 'exercice 7.3 .

L’équation utilisée était (16,17). Montrons qu’avec I'équation (16,16), elle re-
donne bien la vitesse locale de C' pour un photon :
L’élément linéaire de SCHWARZSCHILD (16,5) montre que :

dlI?> = Bdr® + r* db?

et le temps local #; est tel que t; = VA dt. La vitesse mesurée localement avec
des instruments étalons est donc telle que :

i’ Bdr* r? db”

2 [ — R —
dt;>  Adt? + A dt?

(A

(16,17) avec £ = 0 donne :

dr\® AC*  JPAC?
dt) B Br?

(16,16) donne : (%)2 _ JQ/rle?

J?C?A  J?PAC?
- -

et v? = C? 5

5 = UZZC
r r

Considérons maintenant le cas simple d'un mouvement radial : J = 0. (16,17)

2 2 .
donne (4)" = 47 ot on a rigoureusement
dt B

"2 dt 1 |B "2 dr
t‘/ﬁ (%) d“/ﬁ EWT—/H 0

Cela correspond bien & une vitesse apparente v de la lumiére, vue de loin,
avecv = C \/% 11y ale facteur v/ A da au ralentissement du temps et le facteur

% < 1 di a la contraction des longueurs étalons radiales par rapport a celles
mesurées en tournant a distance constante autour de l'astre.

En effet 'augmentation des longueurs radiales mesurée avec des régles étalons
locales est complétement représentée par I'image d’une surface courbe plongée
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dans 'espace euclidien a trois dimensions telle qu’elle est dessinée sur la figure
7.7, avec augmentation des distances radiales, sans modification des distances
orthoradiales (en cercle autour de 'astre).

1
dr 75 A A
— —C
T 7 Lan,~ VB dy dtl “ VB

EXERCICES

16.1

1. Calculez le rayon de SCHWARZSCHILD pour un trou noir de 1 milliard de
masses solaires au centre d’une galaxie (quasar).

2. Montrez que ce résultat est cohérent avec le temps minimum de fluctuation
du rayonnement des quasars qui est de quelques heures.

16.2

1. Lamasse de la Terre étant égale 46 10%* kg, calculez le rayon de SCHWARZSCHILD
correspondant.

2. Calculez un ordre de grandeur de l'effet de contraction des longueurs au
niveau de la surface terrestre, et déduisez en ’erreur sur la circonférence terrestre.

Les exercices 16.3 a 16.9 étudient le mobile en chute libre depuis I'infini o1 il
a une vitesse nulle, décrit aux §16 et §17.

16.3

1. Calculez la vitesse du mobile du paragraphe 16, vu par un observateur fixe
de coordonnée r.
2. Quelles conclusions en tirez vous, en liaison avec l'exercice 7.1 7,

16.4

1. Trouvez le lien entre dt;, temps propre local d'un objet immobile de coor-
donnée r et d7, temps propre du mobile étudié au § 16.

Montrez que ce lien correspond & la formule (3,6) de Relativité restreinte,
donnant le retard d’une horloge mobile, vue du référentiel fixe.
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2. En déduire la formule dr = A dt, compte tenu de (16,30).

16.5

En utilisant les résultats des exercices 16.3 et 16.4, ainsi que la formule de
'effet Doppler relativiste de 'exercice 4.4, trouvez la formule donnant le décalage
vers le rouge de la lumiére émise par un objet, situé a la coordonnée r, en chute
libre depuis l'infini ou il était immobile, cette lumiére étant observée a l'infini.

En déduire la formule (16,29).

16.6

1. Ecrire 'équation différentielle & variables séparables reliant ¢ et  pour un
rayon lumineux se propageant radialement dans la métrique de SCHWARZSCHILD.

2. Exprimez cette équation sous forme intégrale pour le mouvement d’une
créte d’onde, émise en r a l'instant du temps universel ¢ par le mobile du § 16,
et qui arrive au point d’observation r4, trés grand devant rg (sans étre infini) au
temps universel .

Exprimez de méme le mouvement de la créte d’onde suivante, émise par le
mobile, partant du point r 4+ dr au temps universel ¢ + 0t et arrivant en 7, (le
point d’observation est fixe) au temps universel ¢, + 0t .

3. Connaissant 1'équation d7 = A 6t et I'équation (16,27), calculez ‘sg—;‘”.

4. En déduire le décalage vers le rouge z en fonction du point d’émission de
coordonnée 1.

16.7

On étudie toujours le méme mobile.

1. Le mobile émet un signal lumineux a l'instant ¢ du temps universel, au
point de coordonnée r(t).

Ce signal arrive au point d’observation éloigné de coordonnée r,, au temps
universel t.

Exprimez t en fonction de ¢t au moyen d’une intégrale (que 1'on ne calculera
pas) contenant une fonction de 7(t).

2. Montrez que a la fois ¢ et I'intégrale divergent quand r(t) — ry. Exprimez
ce que signifie pratiquement la divergence de ces deux quantités.

3. Déduire de la formule trouvée le décalage vers le rouge z de la lumiére
émise par I'objet situé en r(¢) et regue a U'infini. On rappelle que :

i L, o =—rme) G0
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4. r est supposé voisin de 7, et la formule (16,31) est vérifice. En utilisant
cette formule et en calculant d’'une maniére approchée I'intégrale qui apparait
dans la formule reliant £, et ¢, exprimez ., en fonction de ¢, et de r(t) position
de I’émission du signal qui est regu au temps universel ¢, au point d’observation
¢éloigné.

En déduire le décalage vers le rouge de 1'objet en fonction de I'instant d’ob-
servation t., de cet objet. Conclusion ?

16.8

Calculez l'intégrale apparaissant a la question 1 de l’exercice 16.7, et donc
le retard t,, — t entre 'instant en temps universel d’émission du signal par le
mobile et 'instant de réception au point de coordonnée 7.

16.9

/L en posant \/E—
Vii-g ro

2. En déduire, a partir de (16,30), la formule exacte donnant la valeur du
temps universel At nécessaire pour une particule lachée avec une vitesse nulle &
U'infini pour aller de o a r.

1. Calculez :

3. Montrez que pour r >> rg, on retrouve la formule (16,28) ; justifiez.

4. Montrez que pour 7 — 7, on retrouve (16,31).

5. Utilisez les résultats précédents, ainsi que ceux de I'exercice 16.8, pour don-
ner la valeur numérique du temps ¢, d’arrivée du signal au poste d’observation

(I'origine des temps sera choisie a votre guise) en fonction de 2. x = I~ variera

de 1410414 1077; 2 — 1 étant divisé par 10 d’un calcul & I'autre.

On prendra la valeur numérique du §17 : T = 2.46 107°.

6. Sachant que la Terre est a environ 8 mn lumiére du Soleil, lorsque le corps
tombant est a la méme distance du trou noir que la Terre du Soleil, quel est son
décalage vers le rouge ?

Combien de temps met-il & tomber depuis cette distance dans le trou noir ?

7. Vérifiez cette valeur par un calcul de mécanique newtonienne.

16.10

Une horloge étalon posée sur la Terre voit son temps propre s’écouler plus
lentement que celui d'une horloge immobilisée & une certaine hauteur.
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Quel est le mouvement d’une horloge partant a l'instant universel ¢, d’un
point de la surface terrestre et y revenant a l'instant t;, la trajectoire étant telle
que le temps propre écoulé soit maximal ?

16.11

On considére un astre sans atmosphére (comme la Lune) isolé dans 1'espace,
et trois horloges étalons : La premiére (temps t) est située immobile et loin de
astre; la deuxiéme (temps 7;) est posée sur la surface de l'astre; la troisiéme
(temps 7.) a une orbite circulaire au voisinage de la surface de I'astre.

1. Calculez 7; en fonction de ¢.

2. Calculez 7, en fonction de t.

3. Montrez que le résultat de la question 2 permet de retrouver le rayon de la
trajectoire circulaire de la lumiére autour d’un trou noir.

4. Calculez la période de rotation du satellite autour de I'astre, et montrez
que 'on retrouve le résultat newtonien.

5. Vérifiez le résultat de la question 4 en considérant un photon.

6. Montrez que pour r, faible, le lien entre 7; et 7. est celui donné par la
Relativité restreinte.

16.12

Montrez que I'on peut retrouver le résultat de la question 4 de ’exercice 16.11
en considérant les ondes de matiére de de BROGLIE (exercice 4.1 et 12.3 et §15
de ce chapitre).

16.13

On considére une particule matérielle maintenue sur une orbite circulaire par-
courue a vitesse constante autour d'un trou noir.

1. Calculez la force gravitationnelle subie par cette particule.

2. Montrez que 'on peut interpréter cette force comme la somme de la force
d’attraction universelle de NEWTON indépendante de la vitesse et de la force
centrifuge.

3. Montrez que sur l'orbite circulaire de la lumiére, la force centrifuge est
nulle; et que, plus prés encore de 'astre, la force centrifuge propulse le mobile
vers l'astre au lieu de I'en écarter. Montrez qu'un accroissement de la vitesse
orbitale renforce 1"‘attraction”de la force centrifuge.

4. Conclusion ?
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16.14

(non corrigé).

1. Montrez, en partant de (16,7), que l'accélération de gravité g ressentie par
un observateur fixe local de coordonnée r a distance d’un trou noir, et mesurant
les quantités avec ses horloges et longueurs étalons locales, vaut :

B d?l B 1 GM
7= dt12 B 1 — 2GM r2
rC?
Ts 1
avec dt;j = 4/1 ——=dt et dl=———dr
r 1 -
et devient donc infinie lorsque 1'on s’approche de I'horizon. F = —mg est la

force qu’il faut appliquer a la masse m pour 'empécher de tomber dans le trou.

On voit que, au niveau de 1’horizon, plus rien ne peut empécher une telle chute.
2. On considére I'exemple de la chute libre depuis l'infini du § 16, et on veut

montrer dans ce cas particulier qu'un observateur fixe local vérifie la formule :

dP m o
avec
dtl T

Ul2
V-2

Pour cela, on utilisera également I’équation (16,30) ainsi que :

Y T o 4P _dPdr di
= — . AV [
! r ’ dt;  dr dtdt

Le fait que la force de gravitation soit :

(exercice 16.3).

F:Lg

2
-

montre que, en Relativité générale, c’est bien la masse-énergie \/LQ qui est
102
c?2

couplée a la gravitation.
3. Montrez que lorsque v; 1. g , on obtient : v = fl—z = q.
4. Montrez que, pour un objet tombant verticalement, la relation entre P et

g donne : v = g(1 — %z), I'accélération v est donc nulle lorsque v; = C'.
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5. Retrouvez la relation précédente en partant de (16,7).

16.15

(non corrigé).

Montrez, a l'aide des équations (16,11) et (16,14), que le demi-angle du cone
qui contient les directions des particules de masses nulles pouvant s’échapper du
trou noir est de av = 3v/3 i rs. [ est la hauteur, mesurée en distance propre, des
particules considérées au dessus de I’horizon. On pourra tout d’abord montrer

dr

que si J > 3v/3 5, les particules ne peuvent s’échapper, v s’annulant.
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