CORRIGE DES EXERCICES

Chapitre 1
1.1 La particule va vers la gauche avec la vitesse
V = Vi ; elle subit un choc élastique et va ensuite

vers la droite avec la vitesse V = V2. Le fait
que le choc soit élastique implique que la vitesse
relative de la particule et de la paroi du piston
est la méme avant et apres le choc :

Vi+v = V2-v
V2-VI = 2v
AV = 2 v pour Atzz—Vl
Al = - v At
Al \ Al
AV__ZA_t__ZAlﬁ___lv
AV _ Al
v 1
AV L . v
—~ infiniment petit << ~ = 0O & vuyv
d—xz-d—i = LogV:-Log1+Cte:Log%

V1 = k = Cte

Ce calcul explique I’échauffement d’un gaz lors
d’une compression lente et sans échange de chaleur,
donc adiabatique réversible. Adiabatique correspond
au fait que les chocs sont parfaitement élastiques,
réversible au fait que v pu V . On peut d’ailleurs
calculer de cette maniere 1’échauffement en
thermodynamique statistique.

1.2 l.vi=1r ; vO =16
2J:mr26’
1 ,2 1 2 4,2 G Mm
E——2 mr +—2 mr © - "



,2 2 ( GMm) J
T = — E + -
m T 2 2
m r
o = —
2
mr
J
a6 _ 4 m ¢’

dr - )
/ 2 (E +GMmj o J

m T 2 2

m r

4.
D \ “
B(rmin b
/O
D

= 2 O(min) - =

5.
+ 00
J dr
m r2
e(rmin) =
2
/ 2 (E N mj R
m T 2 2
. m r
I'min
+ 00
i dr
r2
O(rmin) =
2
/ 2 m (E + 7GMm) - !
r r2
T'min



()
e(rmin) =

. r voo T
I'min
7.
X = lr) ) GZM
v~ b
2 _ b 2G M G° M°
- 2 2 2
r r voo veo b
X(r = + ™)
d X
e(rmin) = -
/ 2 2
/ [ . G M o
Vv voot b2
X(I‘min)
X =+ )
O(rmin) = Arccos X

/ G> M*
1o+

Voo b2 X(rmin)

Pour r =rmmin la dérivée de r s’annulle et X
est donc justement égal a la racine carré
ci-dessus. On obtient Arccos 1 qui vaut O .
r = + ©© nous avons :

Pour

X = GZM
voo© b
Finalement, nous obtenons :
) G M
2
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3.1

) G M
2
cos O(rmin) = veo b
G2 M2
b+ =
v b
tg O(rmin) = \/1 - cosze(rmin)‘ _ VOO2 b
g bllmin) = cos O(rmin) - G M
9.
D G M
tg 2 = 2
v~ b

Si I'on suppose que les photons animés de la
vitesse de la lumiere obéissent a la Meécanique
newtonienne, il suffit de remplacer voo par C. La
déviation maximale est obtenue pour la lumiere
rasant le soleil. Dans ce cas, b =ro et nous
écrivons :

2 G M

2
ro C

La vraie valeur donnée par la Relativité générale
est :

4 G M

2
ro C

D =

Avec les valeurs suivantes en unités S.I. :

- 11 30
G = 6.67 10 M = 1.97 10
re = 695 10° c = 10°
On trouve : D = 1,75 >
L’expédition de 1919 menée par Eddington lors
d’une éclipse totale trouva 1,98 > . Cette valeur

est assez imprécise mais permet d’éliminer la
valeur  théorique donnée par la  Mécanique
newtonienne.

Chapitre 3

1. On peut supposer qu'a t=t=t=0, on a

0=0=0.
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2. Dans le cas des faibles vitesses, la formule
redonne la loi newtonienne de composition des
vitesses va = ve + vr . Pour ve = C :

C + vr
v T +vic = €
Chapitre 4
4.1 I. La valeur de la phase en wun point de
I’espace-temps est un invariant. Or C t = - x sh ¢

+ Ctch o . Il vient :

®o t o X Vv

Vi-vwer Vool c?

ox,t) = A e

2. La pulsation est le coefficient devant 7, ce
qui est bien le résultat demandé.

3. La valeur ci-dessus de ¢ peut s’écrire :

iV o (X_th
Vo1 - vyl

ox,t) = e
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4.2

avec : vV v = C

4.V =MT donne A =21 Vo .

2
7»=2—n\/1-V2/C2%

o

2 .
avec 1/w0 = B/m C~, on obtient :

h h
o= m v - P

Vo1 - vl

5. Pour une particule se propageant le long de
I’axe des x, on a :

o

T = 0 + C ch ()
27T o v o
AT » - C sh o
Vo1 -Vt
et :
X o
k = 0 + T sh ()

2 _00
C . N . C
est donc bien obtenu a partir de
K* 0

par la transformation spéciale de Lorentz.

k est donc wun quadrivecteur, le quadrivecteur
d’onde. Dans le référentiel ou la particule est au
repos, on a mC =hw , ce qui s’écrit
P =h kK. Mais cette derniére relation, covariante,
est vraie écrite dans tout référentiel; elle montre
qu’il y a un accord profond entre la Mécanique
quantique et la Relativité restreinte.

6. w0 chZ(p - w0’ shZ(p = w0 et @ sh ¢ » ®
quand o - O .

0
0

pour une onde progressive le long de 1’axe des ux.
On a le quadrivecteur d’onde d’une particule de
masse nulle, et la relation P=hk reste vraie
par passage a la limite.

1. Utilisons les résultats de 1’exercice 4.1 pour



une particule de masse nulle, ici le photon.

h v h
C C
h v ine -h Y gin
o C o c °®
P = P = -
h—Vcose -hvcos
C C
0 0
vV cos 8 =V cos 0
h v h v h v .
ol = Cch(p+ c sin 8 sh ¢
hv . = h v h v .
c sin 6 = C sh ¢ + c sin 8 ch ¢
= sh ¢ + sin 6 ch ¢
tg cos 0
g d = v/C + sin 6

P
cos ® V 1 - VZ/CZ

D1

2. Pour v p C, la Mécanique newtonienne donne :

C

v a

Csin b = a

Ccos 6 =1

- Csinb + v
C cos 6

~ v/C + sin 0
tg b = cos 0

La formule de la Relativité restreinte donne bien
cela pour v u C. La_correction est donc du
deuxieme ordre, en v/C” . Quand v=C,

tg =0 et 6=mn72.

3. Il vient :
~ \Y . 2 4
tg 0 = T 5 tg 0 = 10
6 = 20,5
4.3 Pour une molécule, les quadrivecteurs

impulsion-énergies avant et aprés les choc sont :
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I’énergie de la molécule étant supposée conservée;

X n .
et FII,fR =2 P"/At . Vu dans R :

Pl = Pch(p+Posh(p
P)2(=-chh(p+Posh(p
X X

et AP” =2 P” ch ¢ tandis que At = At ch ¢ .

AP* 2P ch ¢ _

F = —-— = —— —r = F &=
LR At AT ch ¢ LR
I y a augmentation de [I’impulsion délivrée par
chaque molécule, mais diminution du débit des
molécules par ralentissement des horloges de R vues
de R. Les deux effets se compensent.

4.4 1. Utilisons les résultats de I’exercice 4.1 pour
le quadrivecteur impulsion-énergie d’une particule
de masse nulle, ici le photon. La transformation
spéciale de Lorentz donne :

h v h\_/ h

v
< = ch o + Csh(p
v
C
+
VT 1 - v C?
A%
I+ =
v =

Vo1l

N

Le référentiel R va a la rencontre du
rayonnement et la fréquence y est donc augmentée.

, = /1+V/C_1
- 1 - v/IC

3. quand v p C z = v/C comme en Mécanique
newtonienne.

2. Il vient :

4. Quand v » C z » oo .,



4.5 1.

v o1 - vic?
A% = gt

Vi+gddc?

2. L’intégration donne :

2 N
x:% V i+l & -

C2

On a I’hyperbole d’équation :

2
(H+1)=1+g;

gt g x 2 g x - 0
c? c* C?
D’ou le nom de ce mouvement, le mouvement
hyperbolique.
x - Cci-._2Cx , 2C
- g(x +Ct) g
Dot I’équation de I’asymptote : x=Ct-

2 CZ/g , et la courbe :
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t
J dt
T =
o\/l + gth/C2
J$ = Argsh x = Log(x + V X2+1j
1

2 2 )
_ _C gt /gt
T = 2 Log c t 2+1

5. t est pratiquement égal a 50 000 ans comme on
le voit sur la formule donnant x(t) : t > o0 =
x=Ct, et:

T = ng Log g_Ct
t = 50 000 X 36525 X 24 X 3600 = 1,58 10" s
T = 10,3 ans
6. At = 200 000 ans et At = 4 X 10,3
T = 41,3 ans

On a VDlillustration du fameux paradoxe "des
jumeaux" de Langevin. D’autre part, on voit que
moyennant une source d’énergie convenable et une
technologie fiable, il est tout a fait possible de
coloniser la galaxie, puisque le voyage ne dure pas
longtemps. D’autre part les stocks de nourriture et
autre a emporter sont réalistes.

Chapitre 5
5.1 (5,21) donne :
_ _ o 2 N
o, = 0@y = o( A% e ) = A% o,
5.2 On écrit :

(L a + pb) (9

oL a + u Bb) = L ®@) + n ®Db)

A a(e) + p b(g)

53 On écrit :
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a B
= A- A5 F
b op
54 1.Dans§:
e - 62
Ex = ;Y o Fg = Fig = 2
4me a 4me a
0 0
B§:0

2. On utilise la formule (4,16) et :

2
_ & / _ 2 2

2

3. Les photons virtuels délivrent une impulsion
transversale au mouvement, donc inchangée dans le
passage de R a R. Mais, 2 cause du ralentissement
des horloges, le débit des photons virtuels (chaque
émission d’un photon virtuel correspond au fic

N

d’une horloge étalon liée a A) est diminué, vu dans

R, du facteur \/1 - Vz/ C2 . Il en est donc ainsi
du débit d’impulsion, donc de la force.

4. On considere le rayon vecteur Ro représentant
la "trajectoire" de  propagation du  potentiel
retardé, partant a Dinstant t’o de la position de

B a ce moment la : B(t’0), et arrivant a 1’instant
d’observation ¢ en A.

Ro = B(t’o) A At = t-to
1 = v At Ro = CAt
12+ a> = RO viaAat? 42t = AP
2 a2 a
At = > > At =
C -v Cz ) Vz
Ro = a C Ro = a

c? - 2 Vo1 - vy c?
RS = Rocos® = RoV 1 -sin’®0 = RoV 1 - a’/ Rj

II nous faut calculer dans R, pour différents
points M voisins de A, avec m = dM , et toujours
au méme instant, les différentes valeurs de R. Le
potentiel retardé arrivant en M a été émis en

11



B(’), et :

R=B(t)M = -dB + Ro + dM
- _
avec : dB = B(t’0) B({t’)
On a
R = 1+ pdx + vdy
RY = a+ dy
RZ = dz
Ro = A2+ a2t = a C
C2 - V2
A = av
C2 - V2
R” = dz : en effet, une  variation de dz

N

correspond a un déplacement perpendiculaire a Ro.
On reste donc sur le front d’onde émis a I’instant
t’o de B(t’0) et arrivant a I’instant t
simultanément en A et M. IB(t’0) All = IIB(t’0) MIl .
Il résulte de cela que dans ce cas dB =0 et
R =Ro + dM .

= . . X
De toute facon dB n’intervient que pour R,
n’ayant pas de composantes sur les autres axes que

I’axe des x, et un déplacement correspondant a une
variation de dy, donne donc RY = a + dy .

X 2. . N .
Pour R, dB intervient d’une manié€re inconnue,
aussi bien dans le coefficient de dx que dans celui

de dy, d’ol les coefficients inconnus L et V.

2 . .
On calcul R” au premier ordre, puis on trouve :

A+ a’ 1 + _Ap dx + Av +a dy
2 2 2 2
AT+ a AT+ a
Rv Av + pvdx + vvdy
c = C
R v _ 2 2 AV A u
c = AT+ a - ¢t
2 2
AT+ a

12
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+ - . e dy
AT+ a
Compte tenu des valeurs de A+ a’ et de A :
7»2+a2-;b—\,:a\/1-V2/C2
C
A v
2 2 - c - °
AT+ a

et on trouve :

R - RY _ V1. (1+ﬂj

C2

D’ol les potentiels :

_ 1 e _dy
q)_47580 / 2 2(1- aj
a 1 - v/ C
n
A = 2 € (1-ﬂ)v
4 7 5 5 a
av 1 -v/C

5. Nous avons :

E = -grad ¢ - g%

L’instant dt avant, les potentiels sont ceux qui
regnent dx a gauche a Iinstant considéré, avec

dx/dt = v . Donc, comme dx n’intervient pas
O0A/Ot = 0 ; et :
0
E = -grad ¢ = <
4me aVo1-vYC
0

Si c’était le champ qu)i( était retardé, on aurait
pour E une composante E© non nulle, mais c’est le
potentiel qui est retardé. 5

B = rot A donne, avec £0 uo cC=1":

13



e A
2 2
4n£0Ca /1-V2/C2

6. La formule F =e E + e v A B redonne bien,
compte tenu des valeurs ci-dessus de E et B, la
force trouvée a la question 2 .

7.
0 0 © - 0
4n£0aC
) 0 0 0 0
o
F'~ =
B c - 0 0 0
4n£0aC
0 0 0 0
(5,7) donne F=AFA' avec:
cho sho O 0 )
A = sh ¢ cho 0 0
0 0 1 0
0 0 0 1)
0 0 ech(g
4 we a C
0
0 0 esh(g
o 4 we a C
FB =
e ch ¢ - e sh o 0
4me a° C 4me a-C
0 0 0
gy = ech(p2 : B? = esh(g
47c£0a 4n£0a C

et on retrouve bien les mémes valeurs qu’a la
question 5 .
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Chapitre 7

7.1 On écrit :
1w o g M _
2 s
soit :
2 G M
rs = 5
C
7.2
1 2 GmM
— mv - — = 0
2 r
vV or dr =V 2GM dt
3R R
g = C V rs At
2 I's
At =

2 ( R rsz/z)
3 CV Ts

Voir a ce sujet la formule (16,28).

7.3 1. Le temps local 1t mit pour parcourir Ila
longueur étalon A vaut 1t = A/C . Mais, vu depuis
un poste d’observation éloigné, a cause de la
contraction des longueurs, la longueur étalon
semble avoir une longueur effective :

L= av 1+207¢> = AV 1 - rur

Nous avons utilisé la formule (7,8).
La durée <t indiquée par I’horloge é&talon locale

correspond d’autre part a la durée ¢ mesurée loin
de l’astre, avec :

T T

\/1+2¢/C2‘ vV 1 - rs/r

Nous avons utilisé les formules (7,3) ou (7,4).
La vitesse apparente de la lumiere, vue de loin,
vaut donc :

v :L:L(l-ﬁj - C(l-rs/r)
t T T

t

La propagation de la lumiere est ralentie comme
si elle traversait un milieu d’indice de réfraction
n=1+%r/r>1.

15



Calculons le chemin optique 11 de Mi a Mo quand
I’indice vaut /.

dans le cas ou l’'indice vaut n = 1 + rs/r :

Il
J (1 + rs/r) r dr
In =

1
ln-11=Al=rsJ dr
2 2
10 r- - ro
ri ri r%
Al = 1s Argch— = r1s Log | — + — - 1
ro ro 2
ro0
Le retard de 1’écho radar vaut :
Al r rl r%
S
At(rl,ro) = T = C LOg TO + —2 -1
ro0
Dans le cas considéré :
At = 2 [ At(rT,ro) + At(rM,ro)]
3. On trouve : a. rs = 2949.6 m ; b.

At = 0,220 10° s .

c. Voir a ce sujet le 20 du chapitre 16 et
I’équation (16,52). L’erreur correspond a [1’oubli
du terme :

16



Ts r@i - ro
2 C ri + ro

et elle vient du fait qu’en réalité, la trajectoire
de la lumieére n’est pas rectiligne dans le
voisinage du3 Soleil. La valeur exacte est :
At = 0,240 10~ s .

4.
o
Al’
Al ,
r 1
r’o
Tro Tl
1
O D
Al = r1s Arg ch I
10
Al’ = r1s Arg ch r,l
ro
r(2)+D2 = r% ; r’(%+D2 = r’%
10 dro = r1 dri
- d(Al)
dro
o
_ d(Al)
- dro
dAD = 15 1 dri ro -2 r1 dro
B r0
— - 1
2
10
o = . fs(_ro 1
- 7 D ri o
ri » + ri/D » 1 et o = rs/ro .

Pour un passage rasant le Soleil, venant de
Iinfini et y retournant, la déviation A® est
double (o pour 1’aller au Soleil, et encore o pour

le retour a Dinfini). De plus, dans ce cas,
o = ro .

17



7.4

4 G Mo

2
ro C

AD =

5. On trouve : 1,75 .

6. On trouve la valeur exacte donnée par Ila
formule (16,38), valeur double de celle trouvée
dans l’exercice 1.2 . Cela vient, comme nous
I’avons vu au paragraphe 5, de leffet de
contraction des longueurs. Si [’on refaisait tous
les calculs en ne tenant pas compte de cet effet de
contraction des longueurs, mais uniquement du
ralentissement du temps, on trouverait la valeur de
I’exercice 1.2 .

En effet : tous les calculs faits ci-dessus
seraient encore valables, 1’indice n =1+ rsr
étant remplacé par n =1 + rs/2 r . Il suffit donc
partout de remplacer rs par 1s/2 , et on arriverait
a la déviation moitié. L’exemple de la fusée et cet
exercise, montrent bien que la déviation
newtonienne correspond a 1’effet de ralentissement
du temps seul. Il correspond au décalage vers le
rouge également prit en compte dans le cas de la
fusée.

1.
% y
/|
\ ol
/é Uo
/ X
//'
o2
(2)

Calculons tout d’abord la dévization avec les
ondes. A =h/P1; X2=h/P2; P/2m + U =

Cte . d = Al/sin o1 = A2/sin o2 = sin ol/sin o2
= Al/A2 .
2 2
P2 P1
m - 2m T Uo
Mo P S o m oUep] = SR
A2 P1 sin o2

Calculons ensuite la déViXaltion gn considérant la
particule matérielle. v~ =v  =v

18



% m ((Vx)z N (Vyz)zj _ % m ((Vx)z + (V}’l)zj + Uo

X
\4

\/ (Vx)z N (Vyl)i

sin a1l =

sin_ o1 _ / v+ WH? + (WHE - (vy‘)i

sin a2 W52+ (WhH?

Il
\
+
[\
=
—b 3[\)

et on trouve bien le méme résultat.

2. Il nous faut trouver le potentiel correspondant a
I’indice de réfraction n =1 + rs/r pour les ondes de
de Broglie. La déviation de ces ondes avec cet indice de
réfraction, correspondra alors a la loi générale de
propagation des ondes dans un milieu d’indice n; mais la
déviation de ces ondes sera donnée par la déviation de
la particule newtonienne associée en considérant que
I’on a affaire a des ondes de de Broglie.

h Ao 1 h
>b = = =
m v n n m C
v=n C ; v>C, mais la particule fictive
newtonienne peut aller a n’importe quelle vitesse.
1 2 1 2 2
T m v = T m n C
1 2 1 2 r1s 2
T m v - T m ( 1 + —I‘) C = 0
m 2 2GmM _ 1 m C?
2 vo- r = 2

Le potentiel est donc double du potentiel newtonien,
et la déviation double, ce qui donne le résultat de Ila

Relativité générale.
i
\ o
r

7.5

nsini=Cte ;i=6-0ao;nsin® - a) = Cte

19



Pour une propagation infinitésimale, cette loi de
la  réfraction s’écrit en  considérant que la

frontiere a une  orientation fixe, donc avec
0 = Cte T
dn sin(6 - &) - ncos(0 -a)da = 0
do = - (g0 d
= n g( - OL) I n,
do = - r do
r do n
tg (06 - o) = - ar

do = rs/r d®0 . Le parametre d’impact étant b, et
la trajectoire étant pratiquement rectiligne, on a
b =1 sin 6 .

r
b 0
do = —sin 6 do
- b
Is e 2 s
Ao = b |: - cos 0 ] 0 = b
ce qui est la valeur donnée par la Relativité
générale.
7.6 1. Les temps propres t1 et 12 indiqués par les
deux horloges au temps ¢ de R sont identiques :
T =172 =71 car, pour toutes les deux,

I’accroissement de temps propre est donné par la
formule (3,7). D’ou le schéma a l’instant ¢ de R :

t1 > t2 Horloges de R

Horloges H1 et H2

. Temps
ident iques T

Horloges de R

. Temps
ident iques t

2 < 11, en effet :

Cti = -xishe + Ctch o

Ctc = -(xt+a)she + Ctcho

20



- T = asg(p - a\zl _ agzt
C C

Ce décalage est bien sur infinitésimal par
rapport a t.

Les deux horloges Hi et H2 affichent donc des
temps identiques en deux instants différents de R.
L’horloge Hi, vue dans fRO, identique 2 R au temps
t, indiquera donc le méme temps que celui repéré
sur H2, a g t/C secondes plus tard. On a donc,
dans le référentiel R’ dans lequel les horloges
sont toujours fixes :

agt _agt

c? c’

7 - T8 =

et :
At a g
T c?

Cela est résumé dans le schéma suivant :

t1 t1

Horloges de R
. Temps -
ident iques tl

T > 1Tl Horloges H1 et H2

T2

2. Le principe d’équivalence nous assure que la
situation est la méme pour les deux horloges
ci-dessous, immobiles dans le champ de gravité
vertical et opposé a 1’axe des x : g .

X
H2
h 1 lg
i
Hi
et :
At _ g h
T 2

L’horloge du bas retarde sur celle du haut. La
totale identité des conditions ressenties par les
deux horloges dans la question / nous montre que
le décalage n’est pas dii a wune quelconque
perturbation du mécanisme des horloges. C’est le
temps lui-méme qui s’écoule différemment.

C’est de cette facon que Einstein mit pour la
premiere fois en évidence <ce phénomene de
modification de 1’écoulement du temps par Ila

21



gravitation en 1907, alors que la présentation
qu’il en fit par I’effet Doppler date de 1911.

Chapitre 8

8.1 Les deux barreaux en contact constituent un
aimant unique de longueur double, dans lequel le
champ magnétique peut étre considéré comme uniforme
avec une bonne approximation.

(8,38) donne :

P XX N

La valeur négative de T correspond bien a une
force magnétique attractive maintenant en contact
les deux barreaux.

On obtient B = O.5 Teslas.

8.2 1. On calcule la force avec I’intégrale de T
dans le plan médiateur des deux charges.
z
/ ul
\uz
AN
r
1
0
. . <
+q al2 al2 -q
E = q (ur +uw2) = 2¢q cos 6
T 4 Tme 2 T 4 me 2
0 r 0 r
(8,38) donne :
€ 2 2
™ - __° q cos 0
2 2 2 4
4 1" ¢ r
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8.3

2
™ - _ 2 q cos46
"€ a
0
FX:HTXde . dS=2x1dl =5 > sin6do
2 3
cos 0
T2
X 2 3
F = J - 9 cos’ @ sin 6 d6
0 T a 80
2 0 2
= 9 J u du = 9
2
T a 80 1 4 mwe a
2.
XX £0 y2 z2 80 2
IEll = 2 q sin©
41 e 2
0 r
XX & q sin”0
T == 3
4 n° ¢ r
Il vient :
2 3
J cos O sin'6 do
0
au lieu de :
2 3
- J cos’©@ sin 0 doO
0
: 3
a la question [ ; soit J udu = 1/4 ; et :

0

1. On considére une fusée
le vide, immobile a
t = h/C , la vitesse vaut
I’effet Doppler donne alors

Vh=Vb(l -

Mais on a également

23

t=20.

d’accélération g dans
Au bout du temps
V:gt:gh/CZ, et

Aviv = vIC = g h/C” .

g h
Cz

Dho= Do (1 - g WCH |



puisque la fréquence n’est pas autre chose que le
débit des plans équiphases, dont la variation est
la méme que celle du débit des photons.

2. On a alors pb = Fo/S = APv/S pour une
seconde = Db (h vv/C)/S .

En haut :
91’1(& Vh)
C
2 gh
b e (12
C

Finalement :

Vp = zng

C

On a d’autre part un photon dans le volume
S X C X 1/9 ; donc :

pC2 (%Ej = hv

donc,

et, on a bien :

v (o ) s

3. On voit que le terme p fait intervenir la
sensibilit¢ des photons au champ de gravité qui se
manifeste par leur rougissement et par le lien
entre vo et vh . Le terme p/C fait intervenir la
variation du débit d’impulsion donc du débit des
photons, liée a la variation de [I’écoulement du
temps en haut et en bas, donc fait intervenir le
lien entre Db et Dh .

8.4 1.

+ A A T + A A T
= chz(p ™ - she cho ™ + shz(p ™ - she cho s
= ( chz(p - 2 sheo cho + shz(p ) %
00 0x XX 2

Eneffet: T =T =T :soE

(1 - v/C)* O

= (cho - shg)® T =
1 - v7/C

24



0X 1 - v/C 0X
T =33vwic T
et :
P _ 1 - v/C oD
J o= 1 + v/C J

2. Le résultat de I’exercice 4.4 donne :

,(Z)=® 1 - v/C : \-/=V 1 - v/C
Vo1 -vic? Vo1 -vic?

et :

‘q):@ﬁ\;zg)ﬁvwz_l“’/cn

1 - VZ/CZ 1 + v/C

3. On retrouve sur cet exemple que 1’on peut
effectivement étudier la variation de puissance,
donc de pression, liées aux photons, en faisant
intervenir séparément la variation de leur débit et
de leur fréquence. Le calcul mené a la question 2
de I’exercice 8.3 est ainsi justifié.

Chapitre 9
9.1 oM =r ; ©OM°=o0.
g(gj:(O—M))jF}eeiz(O—M))rFee - rx e = e

Chapitre 10

10.1 1.
0 (0]
V1=Vr;V2= \4 ;V3=V
r cos @ r
2. ds’ = drf + 1 cosz(p de® + d(p2
g:r4cosz(p ;. Vog¢g :rzcos(p
3.
divV = _r J v’ r cos + J irz cos
) Jr ¢ d0 ( r cos @ ?
r- cos @

25



B(V(pz ”
+86 T I cos @

0 ¢
. oVl 2 or 1 oV 1 9V 1 ®
leV_ar+rV+rcos(pae+ra(p STy eV
10.2 1. ds® = drf + 1 cos’A do” + 1~ d\?

2. On trouve (on ne met qu'une fois deux symboles
égaux par symétrie sur les indices inférieurs) :

ro_ ro_ 2 |
Fkk__r Fee_-rcosk Frk_ .
o o _ 1
FOG = sin A cos A Fre =
Fie =-tg A
3.
0¢/0r
grad.o = 0¢/00
/N
0¢/dr \ r
i i1 2 2
gradg = g grado = (1/r" cos™\) dg/d® | @
(ssi) (1/1) /N
4.

dgrad'e 9 (do) O 1 ) 9 ( 1 d¢
3 i = or | or ] T oo 2 .00 | T on 2 O\
u r cos A

i
Les seules valeurs non nulles pour Fmi sans

sommation sur i, sont :

6 _ 1 | o _ ) Ao 1
e =7 > er—-tgk T =
i m_ 0 A r 0 A
Fmi grad ¢ = (Fre + Frk) grad ¢ + er grad ¢
_ 2 9 tg A do
N r dr 2 A
2 2 2
2 _d 1 27 ¢ 1 0 2 d¢ tg A Jo
Ve = 5 + oot oot v ar T a2 o
or r” cosA 00 r~ oA r
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Chapitre 11

1. L’espacement des géodésiques correspond ici a
dp avec 80 =0 . On a :

D’Ge) _ &G _ 9 5 (90
o0 °? | dt

Dt dt’
en effet F(P =0 .1 vient :
(O3]
2 2
d (8 2 de
7d§(P) = -cos o (a) d¢
t

2. On considere deux géodésiques voisines se
rencontrant sur I’axe des y.

6¢p = 6¢o cos o ; Op0 est 1’écart maximal des
géodésiques. On suppose do/dt = Cte ; o est
I’angle au centre correspondant au déplacement sur
les deux géodésiques voisines, avec o =0 la ou
I’écart est maximal, c’est a dire 1la ou les
deux géodésiques sont paralleles.

dide) _ - do
N = - 0Q0 sin o dt
2 2
d ES(P) = - 0¢0 cos o (211_(:)
dt
puisque dz(x/dt2 =0; en o=0, la ou I’écart

est maximal, nous avons donc :

G0 _ g (d_oc)z

t



or dao = d6 cos ¢ ; il vient [I’équation déja

trouvée :

d"(3e) _ 2 (de )’
= -3¢ cosQ (dtj

1. Les déplacements correspondant a une variation

11.2
de 6 a ¢ fixé et de ¢ a 6 fixé sont
perpendiculaires. On a donc :

ds* = (R + r cos (p)2 o’ + 1 d(p2
2. Les symboles a envisager sont :
6 .0 . 6 0 0 0
Yoo * Top * oo 7 Teo * Tep ¢ Tgo
Fg(P = % gee 00 ¢ = ; 1 5 2(R + r cos Q)(- r sin @)
i (R + r cos ¢)
e _ 98 _ r sin @
F(pe = Tho = "R + rcos @
¢ _ L 99
Tog = 3877 (- 2y
1 1 .
= 5 -2 (R +r1rcos @ (-1 sin @)
r
= (R + r cos @) sin ¢
00 r

3. Nous avons :

. ar! ort . .
i jk jl h i cho i
R = 50 "2 kT~ T Tk
la confusion avec R, parametre du

Pour éviter
scalaire sera notée R’ dans cet

tore, la courbure

exercice.
jl il A
g Ry = g Ry,
k k
1 1 _] h _A jl |h _A
gJ gJ + g T T = € T T
Calcul de :
il h A
g Ty Ty
a j=1=29
[0) 0 66 0 [0) 66
Fee F(Pe g et Fe(p Fee g

On obtient donc :



r sin @ R + rcos ¢ !
"R + rcos ¢ r sm-9

(R + r cos (p)2

2 sinz(p

(R +r cos(p)2

00 "0 ©
2 .2 .2
_ r sin ¢ 1 sin” @
(R + r cos (p)2 r2 (R + r cos (p)2
Donc :
. .2
P -
J (R + rcos o)
Calcul de :
il “h A
- T T
a j=1=296
.2
¢ 6 066 _ sin” @
“Tog Tpp & = 2
(R + rcos o)
b j=l=9¢ = FI(;(P:O ; donc :
. .2
) g_]l rhl r}?:;b _ sin” @ .
J (R + rcos o)
Calcul de :
A
gjlarjk
du!
a j=1=696 0/00 = 0 .
b j=1=¢
0
KL Toq
do

|:_rcos(p(R+r cos(p)-rsin(p(-rsin(p)}
(R+rcos(p)2

A
gjlarjkz_ r + R cos @
aul r (R + r cos (p)2



Calcul de :

2 .2
1 R cos @ + 1 cos"@ - 1 sin" @
r

(R + r cos (p)2
b j=l=9 = 0
A
} gjl arjl _ Rcosop+r cosz(p - T sinz(p
au;b r (R + r cos (p)2

En ajoutant tous les termes, il vient :

- 2 cos @
r (R + r cos ¢)

R =

4. La courbure $R vaut :

_ 2 cos ¢
X = r (R + r cos ¢)
Pour R = (% , on retrouve la courbure de la
sphere R = 2/r" .
En ¢=0,o0n a
2 2
R = r(R+r) RiR2
Ri =71 et R2=R +r sont les rayons de
courbures principaux.
En ¢ =m:
-2 2
R = r(R-r1r) - ~RiI R
Ri=r et R2 =R -r sont encore les rayons de

courbure principaux au point considéré.

En ¢ = w/2 la courbure est nulle.

On retrouve, ce qui est é&vident intuitivement,
que pour 0 < @ < /2 on a une surface a courbure
positive et pour w2 < @ < 1T on a une surface a
courbure négative.

Nous avons :

0 1 r
Tho = & ¢t Ty = -7
r 0 r 0
d(ex) = - (eX) Fee d = r (ex) do
0 r 0 0 .6
d(ex) = - (eX) Fre do - (ex) Fer dr
r 0
0 (e ) (e )
d(e ) = - do - dr
X T T



2 r 0
0 (e) a(ex)

r

Tz Toe o T
doi  (e)' = A()cos 8 + B() sin 6
d(e )
et —arL = 0 = AT = B@® = 0
€)' =1 = A® = 1
a(ex)r 0
20 A) = 1)@ =0 = B =
Finalement : (eX)r = cos 6 . Puis :
0 r
a(ex) _ (ex) cos 0
98~ T r - T r
= e)? = -0 4 4
0
¢ a(ex) _ sin 0 + oo = sin 0 o(r)
© Jor - 2 ¢ = 2 r
r r
o _ 1L
¢ T
Log%:-Logr:Log%
o
r
(e )6 _ sin6r+ Cte
et ()%A) = 0 = Ce = 0

Nous avons donc :

cos 0

e = sin ©
X -
T

De la méme manieére, on obtient :

sin ©
e = cos 0O
y r
2.
1 0
g = Or2
2 2 ‘62
e .e :1><cose+r><(-Sln j:l
X X r



X

e .e = 1><cosesin6+r2><(-Smecosej:O
y r r

3. En ce qui concerne les formes :

*x *x *x
de ™ = (M), r;r dr + (e, F;e de
*x (§] *x (3]
+ (e )e rrr dr + (e )e Fre de
*x *x
a(e )r a(e )r *xX 1

K L I

De la méme maniere :

3k 3k
d(e X)O *X 1 d(e X)G *x
—()71- = (e )e —r et —a—e = - (e )r r
L’intégration de ce systeme différentiel donne :
*X ( cos 6 j
e = .
-1 sin 0O
De la méme manieére, on obtient :
*y ( sin 0 )
e =
r cos 6
*y
et on vérifie par exemple que e (eX) =
sinecose+rcose(-snrl—ej:0
4.
ox X
Ir = (e )r = cos 6
ox . 9’x . 9’x
86:-1'51116 et ae—a?:-SHle:ar—aF

X =71 cos 6 + @) ; g%:-rsin6+(p’(9):
-1 sin 6 = 0O =0 = 0O =Cte ; et on
prend Dorigine des coordonnées de facon a
avoir ¢(0) = 0 .

De la méme maniere, on obtient y =1 sin 0 .

Finalement :
X = 71 cos 6
y = 1 sin 0
11.4 Considérons, dans le plan muni du repere

orthonormé xOy le champ de vecteurs :

- (9)

et la surface fermée D.



ds
AN 90

_ dx ) _ dy
0 (3) e (2)

On complete avec I'axe des z pour faire un
triedre direct, et on prend dans I’espace le champ
de vecteurs :

P(x,y.z)
W = | Qkxy.2)
R(x.y.z)

Q(x,y,0)
V = - P (X’y’o)
0

OR/dy - 0Q/dz
” rot W d& = ” 0P/dz - JOR/Ox
D D

0Q/dx - dP/dy dx dy

.
= J (g%%j dx dy = ” div V de = JV ds
D D

J 0D
( d r

:J (_8)(_dZJ=JPdX+Qdy=OW dl
JaD 9D Jan

La formule est donc vraie pour une surface fermée
D plane.
Considérons maintenant une surface S non plane :



12.1

tx

On peut la décomposer en petits éléments de
surface Di de bords 0Di suffisamment petits pour
étre considérés comme plans; et on a :

oW d = ) 0o W ad
Jas i Jabi

Les circulations sur les bords intérieurs étant
parcourues une fois dans un sens, une fois dans
I’ autre, s’annulent en effet, et il ne reste

finalement que la circulation sur le bord dS.

Di Di+1
= ) ” rot W d& = ” rot W d&
i Hi D
Chapitre 12
1. On obtient :
d’t pt (dx ), 5 ptodxde o (de)
2 xx | dp tx dp dp tt | dp B
dp
t . t —
r'['[ =0 ’ FXX =0
1 tt( j 1 1 , 2 1
= 58 |8 = 5 AT C = 5
2 tt, X 2 A Cz 2
d’t . Avdidx _
dpz A dp dp

o)




2 2 2
d’x A’ ( dx j 1 , ( dt j 2
—— e | = + —=——A A - cC =0
dpz 2 A | dp 2 dp

2. Le traitement qui est fait dans cet exercice

est le méme que celui qui sera effectué au 8 et
9 du chapitre 16 ; x correspond a r.

d dt d

dp Log dp + dp Log A = O
dt
% A = Cte

ce qui est I’équation (16,12).
On peut normaliser le parametre p de facon a
avoir :

dt 1

dp - AC

3. L’équation en x devient :

dx A (g)z_ AN 12
dpz 2 A | dp 2 A2 2
et x==%p est solution de cette équation. A

I’infini, ou le champ de gravité est nul, et ou
¢ = 0, cela correspond a dx/dt = £ C puisque
A =1. On a donc bien la propagation d’un rayon
lumineux.

4. 1 étant le temps propre local, on a :

du = A dt . [ étant la longueur étalon locale,
ona: d =1IN A dx.et:

dl 1 dx

- A a - ©

On peut écrire :

(i)
dx _ dl dl

VA
de = du D —
(dtlj 1,/ A

dt

et on voit que la vitesse apparente de la lumiere



12.2

dx/dt est inférieure a C,

moiti€ du ralentissement du temps,
de la contraction des longueurs.
21 du chapitre 16 .

ce sujet le

1. On a :

le facteur A

venant pour
et pour moitié

Voir également a

Z2
1 = J\/ 1 -2 o(x)/C* V o1+ @wdz)? dz

Z1

qui s’écrit :

72
1 = J L (X(Z),)‘((z),z) dz

Z1

L’équation de Lagrange
(voir 4 du chapitre 10) :

4 o
9z 3%
soit :
. _
WA

Au point S sommet de la courbe, on a
extréemement

d’autre part, q)(x)/C2

L’équation devient alors :

" _ o,
c?

X’(z) +

correspondante

s’ écrit

X’ (z)

x(z) =0
faible.

g

C2

ce qui, compte tenu de I'orientation de I’axe des
x, donne bien une courbure vers le bas.
Pour le cercle de rayon R ci-dessous :

(X-R)2+Z2=R2 ;

10

X2-2XR+Z2=O



12.3

soit X = z2/2 R ; x> = 1/R ; on a
donc :

R = —

et la courbure de la ficelle tendue vaut g/C2 .

2.0n a vu au 22 que la lumiere (point L sur

la figure) possede 1’accélération 2 g vers le
bas : la moitié de cette accélération, g, est
celle qu’aura un objet (point M sur la figure)
parcourant a la vitesse C le chemin d’une ficelle
tendue horizontalement (regle étalon d’un
référentiel galiléen). Cette accélération est due a
la déformation de I’espace dans un champ de
gravitation. L’autre moitié, encore g, vient de Ila
chute de la lumiere dans le champ de gravité, chute
repérée par rapport a la ficelle tendue
horizontalement précédente, donc par rapport au
point M précédent. La lumiere tombe bien avec
I’accélération g par rapport a une  droite
horizontale de 1’espace, comme tout corps lancé
horizontalement, quelle que soit sa vitesse.

lg S|

Ona SA=Ct ; AM=12gt ; AL=g
et AM = ML .

Il est donc clair que la courbure de Ila
trajectoire parcourue part la lumiere est le 2double
de celle de la ficelle tendue, donc vaut 2 g /C” .

Dans un champ de gravitation, on ne peut donc pas
définir les droites de I’espace  comme les
trajectoires de la lumiere. Les droites sont les
chemins les plus courts de 1’espace. Elles sont
définies au moyen de ficelles tendues. Les droites
horizontales ont la courbure g/C par rapport aux
coordonnées X,z .

2 2 2

3.x=z/2R=2 g2 C . On trouve :
x =55 A.

On considére donc sur la figure ci-dessous une
onde de matiere plane se propageant
horizontalement. Les plans d’onde sont donc
verticaux. On considere, comme dans la
figure 12.3 , trois niveaux d’altitude. Un niveau

tres éloigné de [Dastre (altitude infinie) ou la

11

2

ficelle tendue

lumiere



longueur d’onde vaut A, la vitesse de propagation
des particules v, la vitesse de phase V, Ila
pulsation ®. Un niveau x2 ol ces valeurs sont
respectivement A2, V2, Va2, 2. La distance
horizontale entre deux plans d’onde, évaluée avec
la coordonnée z vaut alors z2. Plus bas, on a
respectivement Al, vi, Vi, ®1, zl.

® A t v V
. A2 z2
v2 V2
o
o1 Aoz
vl Vi
w!| |
|
|
|
X1 |
|
2 |
y ® I
. >
O Z
>
X

On ne peut plus, comme dans le paragraphe 21 ,
utiliser directement 1’invariance de C. La démarche
est alors la suivante :

On sait que si la pulsati%n o correspond aux
particules au repos par m C = h wo , lorsque ces
dernieres sont animées de la vitesse v, la
pulsation vaut :

o
v o1 - vic?

ainsi, la masse m étant fixée, nous avons un lien
entre v et ®. La_ vitesse de phase V est alors
donnée par V v = C

® a l’'infini étant donnée, nous en déduirons 2
par la formule (/2,59), 1’onde vibrant partout en
phase dans wun plan vertical. En utilisant la
propriété d’invariance de la masse d’une particule
quelle que soit sa situation, donc [I’invariance de
o, et en utilisant un référentiel galiléen local a
Paltitude x2 dans lequel 1la Relativité restreinte
s’applique, nous aurons alors acces a v2, donc
aussi a V2. Nous aurons alors A2 et enfin z2. De la
variation de z en fonction de x, nous en déduirons

12



la rotation progressive des plans d’ondes, donc la
chute de la particule. Effectuons ce programme :

0 1 _ 0o

2

(D —
Vo1 o+ 2 ¢C? V1wt Vo1 +2ec? Vo1 - vaiic?

/142 ¢sC
21 C° v 1 -2 ¢/C?
72 =
© 2
/Cz- cz(l-ij(urzq)/czj
2
C
2
dz _ _ \%
(04 d_X 5 R(X—Z ) Y_ R
2 (_dz ) 1 A e
v v T dx z v Vo i g 7,
pour ¢ =0

(3]
(3]

2

2 \% \% V2
Y = g2+g(1-—2) Y = g + g——
C

ce qui est bien la formule (12,57).
Remarquons que s’il n’y avait pas d’effet de

contraction des longueurs donnant un aspect courbé
au référentiel galiléen, il n’y aurait pas le terme

13



1-2 q)/C2 , et on obtiendrait :
g v v:
Y=—+g(1-—) = g
c’ c’

résultat trouvé dans wune fusée accélérée pour
laquelle seul 1’effet de retard de 1’écoulement du
temps intervient.

12.4 1.

l\v ® Bg

2 2 2
dz |z (d—x)+21“z dx dt (ﬂj = 0

2 xx | dz xt dt dt tt T
dt
avec
2 2 2 2 2 2 0 2
ds"= | C +2 ¢ (cho + sh'g) | dt” - 1-—2 dx
C
-8 g sh(pch(pdtdz-(1-2—¢(ch2(p+sh2(p))dz2
c?
z Z
XX tt 0

T = 0 ; I =

2.1z 1 o
FXt_ 2 M (gtz,x 2 D (_4 C sh(pch(pj

z 2 g
Fxt_-—c sh ¢ ch ¢
dt = dt car v u C . 1l vient :
2
dz 4 ¢ dx
— = —== sho¢ocho —
a2 C dt
2. F=mCvAaABc
4g‘g:msh(pch(pV:mCVBG
B = 4—% sh ¢ ch ¢
C
BG=4g3V
C

En électromagnétisme, on a :

14



A l”lo;bV 2
E:Teor B = 577 avec guC =1

j=p V. Ici, BG est de sens opposé a celui du
champ magnétique créé par des charges animées de la

vitesse V.
. . 2
Avec la gravité, on sait que : Vo =471G Py
. 2 P .
au lieu de V7o = - p/s0 en électrostatique. g est

I’analogue de E. Nous devons donc faire Ila
substitution 1/80 » -4 1 G et on obtient :

ZGXM SGXMV
g = — donc BG6 = ———

C3r

3. On obtient donc :
6rc MyEV)

c* 2nr

Bc =

En comparant avec [D’expression de B de
I’électromagnétisme, il faut donc écrire :

rot B = -w JG
C
12.5 1.
ds* = C*dt - dx° - dy’ - dzZ°
dx = chedx + she¢Cdt
Cdt = sh¢godx + ch ¢ C dt

dx = ch ¢ dx + sh(p(Cdt _ Sh“’di)

ch o ch ¢

dx = the Cdt + —— dx

ch ¢
-2
ds’> = (Cz-vzjdtz L S I I . S .
2 ch ¢
ch™ ¢

2. (12,21) donne :

dr:df:%\/ c? - v oat

pour dx = dy = dz = 0 ; soit :

g =V 1 -vve? g = — L &

ch ¢

ce qui est bien ce que nous avons trouvé (équation

15



(3,5)).
(12,28) donne :

e = g s Sx  Six
XX XX it
_th ¢ C 2
1 ch o
% = 2 * ;7 = |
ch™o 5 C
ch™o

Donc x est bien la longueur étalon!

(12,29) donne :

g.
du0 = .9 du
€00
th ¢
- C
dt = - Ch‘zp di:ShC‘P dx
C
ChZQ

or C dt = shg dx + ch ¢ C dt donne pour dt =0
ce résultat!

12.6 1. Nous avons, toutes les grandeurs étant
évaluées dans cet exercice au premier ordre :

o = ¢0+g—2 X = 00 + 01

avec 01 = 0 au point considéré. On pose :

t’=(1+igjt : X’:(l-igjx
C C

idem pour y et z. Cela revient a prendre les
coordonnées étalons au point considéré pour normer
t, x, y, et z. Cela ne change rien aux directions
des lignes coordonnées correspondantes. On a :
2
1

1 + ¢o/C*

(1) () e (15
C C C

= 1 -2 ¢/C" etc

ds® = ( 14+ 2 9 j c’ ar? - ( -2 i)l j (dx*+ dy’2+ dz’%)
C

On peut alors enlever les primes dans Ila

16



notation, et écrire ¢ au lieu de ¢1. On a

01 = - g X au premier ordre en x.
2.
t g X X g
T = - 2. N = - g N = o
tx Cz tt XX Cz
C C
3. On utilise 1’équation (11,12) :
avi = oVl
jk
Prenons E:)E :
>t
a(ef) _ t B g
ox - tx 2
C
d(e)™
v X
Jat tt g
R 1+ g x/C
e- = gt
t 0
soit
& = (I+g x/C%) e(M) + gte M) + 0 (M
Prenons E:)- :
X
>t
a(e)—() _ t B g
ot - Xt c?
> X
a(e)—() B FX B g
ox  Txx 2
C
> .z
a(e)—() B FZ B g
dz " xz — 2
C
N g t/C?
es = 1 -g xéC
-gz/C
Prenons E:)- :
z
> X
a(ei) B FX B g
dz - T tzz T 2
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> 7
a(ei) _ FZ _ g
ox B zZxX 2
C
0
> 2
e, = gz/C 5
1-g x/C
Interprétons ces résultats : On a des vecteurs

liés a un référentiel galiléen en chute libre

(vecteurs libres de l’espacgz de Minkowski associé).
Les termes 1 - g x/C, pour la composante en x

de e et en z de e viennent de I’effet de

contraction des longueurs lorsqu’on s’enfonce; en
effet :

(g_)x _ M x _ 1 oM \*
X - 3% - > d x
Vo1 -2 ¢/C

- 1.£X

C2

idem pour (gi)z. De méme, 1 + g x/C” pour E:)E

vient de l’effet de dilatation des temps lorsqu’on
s’enfonce :

> ¢ (MY 1 o\
(ep = S = - |9
vV o1+ 2 ¢/C

2 > .
Le terme g z/C pour e_ montre la rotation

progressive de ce vecteur vu avec les coordonnées
t, x, 2 lorsqu’on le transporte parallelement a
lui-méme dans un référentiel galiléen, effet déja
vu au paragraphe 22 et dans 1’exercice 12.2 . Cet
effet est montré danzs les deux fzigures ci-dessous.
idem pour - g z/C° pour (e)—() .
-> . . s, »

Le long du vecteur e il y a simultanéité dans le
référentiel galiléen, donc il n’y a pas
simultanéité dans le référentiel de départ, au bout

du temps ¢, lorsque la vitesse est devenue gt ;
autrement dit :

Dans le référentiel galiléen que nous appelons R
Iextrémité du vecteur e; a pour coordonnées x = 1

et t=0.Cesta dire que :

e- = UWI avec dans R (9:(())
X 0

La transformation de Lorentz (3,2) avec Vv =gt
donne :
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>t

e_

)
de méme, on a :

>

e-
t

t(M)

= UWI avec dans R 0O = (

et la transformation de Lorentz donne :

X

= x(M = gt
i J
k= % Tk
— t _ g
B F'[X_ C
— t_ g
- Xt C
1-gxéC
- g t/C
0
X
= Ty = -¢
C
- 1ﬂ)z(z:_ 5
C
_gt 5
1+gxéC
- g z/C
C
C
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0

o
e’ = g 2/C* )
1 + ¢gx/C

Les variations inverses en 1-g x/C* pour

> 2 *7.2
(ei)z par exemple et 1 + g x/C pour (e )
correspondent a la dualité entre vecteurs et formes
linéaires. Elles peuvent s’interpréter en  disant
qu’un  vecteur représente 1'unité de longueur,
tandis que la forme linéaire est la mesure de cette
longueur. Si D'unité est plus petite, la mesure est
plus grande.
Au premier ordre en x et z, on vérifie bien que :

*t >
e t(eE) = (1+ g x/CH (1 - gx/C - g &1C? =1
*7 >

e (ef):gtgz/CZ:O etc

Interprétons les résultats obtenus; nous avons :

#] > i
e (M) (dM) = dx
sx[ O g X
dc = dl = dx = e dx =(1+ 2jdx
0 C
= 1 - 29 dX ; ce qui est (12,51).
Cz
On interprete de méme le terme en 1 + g x/C*  de
.
e 2.
-( dt
3k
dt = di = e '] 0 :(1-g’2‘)dt
0 C
ce qui est (12,40).
D’autre part, on a :
. AR g z
dz = e dx = 2 dx
0 C

qui s’interpréte sur la figure ci-dessous.

20
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dz (e2) _ c’? gz
dx > X 1 - 2
(e3) C
_ *x 0 g z
dx = e 0 = - 2 dz
dz C
g z
> X -
dx _ (e) _ c’ gz
dz ~ > .z 1 - 2
(ei) C
. * *X
Il nous reste a interpréter (e )X et (e )t .
Reprenons la transformation de Lorentz :
dx = dxche¢e - Cdtshoeo
Cdt =-dxsh¢e + Cdtcheo
avec th ¢ = v/C = g t/C .
- (0
k -
e t dx| = dt = - gx 2’: = - g_'; dx
0 C
3 dt ) v
e 0 = dx = -C dt c = -8 t dt
0
5. Commencgons par la variable x.
- r i
g%=(ex)t=-gt = k=g el v e
- 2
%=1+g§ = i:-%gt2+x+%g§+(p(z)
C C
ox g z . . =
P Pl S finalement, et puisque en 0 x = 0 :
C
2 2
- 1 2 1 g x 1 g z
X = X - —— gt + -
2 2 c? 2 c?

De la méme maniere, pour Z on trouve :

i:z(1+g§j
C

et pout t :
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et on a bien, par exemple :

ot o x ot ot 0’t 9t

zﬁ=1‘? b oox T T 0 kot dwx

Interprétons maintenant ces résultats :
Les lignes coordonnées spatiales sont d’une part
= Cte , ce qui donne pour t =0 et x faible :

>

2

N

1 g
2 Cz

X = X +

et d’autre part z = Cte soit :

Pour les lignes horizontales, on retrouve
x’ = g/C et un rayon de courbure R = C’/g ;
pour les lignes verticales, on trouve des droites
de pentes proportionnelles 2 z donc 4 z comme on le
voit sur la figure ci-dessous (dz/dx = - g z/C").

-l
N
-0l

—
~

>
L~

C

2

Pente dx/dz =

-2
g z/C

Pente )
dx/dz = —=Cc /e7Z

L’équation z =2z (1 + g x /C2) correspond bien
a leffet de contraction des longueurs lorsqu’on
s’enfonce dans le champ de gravité, et 1’équation
t=1t( - g x/C") au ralentissement du temps.

Etudions maintenant x :
Pour un point du référentiel galiléen avec par
exemple x =z =0, on trouve z =0 et:
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12.7

12.8

On retrouve bien le mouvement de chute libre d’un

point lié au référentiel galiléen!

Nous avons déja interprété le terme
2,2
- 12 gz /C .
Enfin, la contraction des longueurs lorsqu’on
s’enfonce dans le champ de gravité donne :

dx = dx(1+ng
C2

et :

>

2 2

gujdu:x+1g
C

>
Il
7~ N\
—
+
2
(3]

pour t=2z=0". s 5
Le terme 1/2 g x°/C de l’expression de x est
ainsi expliqué.

F(XB = AB§0C - A(X;B est I’égalité covariante qu’il

faut écrire.

Dans la différence, les symboles de Christoffel
qui sont symétriques disparaissent et :
oA oA
o

_ 9%
Tap T a0 T 3P

1. Tout d’abord, il nous faut préciser comment on
obtient les composantes du champ électrique a
partir de celles du tenseur électromagnétique.

Le vecteur champ électrique est mesuré par un
observateur situé dans un référentiel galiléen
local immobile dans le champ de gravité a I’instant
considéré. Cet observateur écrit F = q E pour une
charge immobile. Or :

® = F cheo = F
o' = qCFloUO = F = gqE
Donc, E' = C Fl0 U0 , et cette relation, vraie

dans un systeme de coordonnées d’espace particulier
(le systeme fixe dans le champ de gravité et
coincidant localement a [D’instant considéré avec le
systtme du référentiel galiléen), est vraie dans
tout systtme de coordonnées d’espace, a la
condition que les nouvelles coordonnées soient des
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fonctions  indépendantes du temps de celles
utizlisées dans I’expression (12,41) du
ds”.

On pose alors :

E" = = CF

o i s
et les deux vecteurs E’~ et E partout colinéaires
ont les mémes lignes de champ.

O _ goo F = 1 P = E
0 2 0 0
1 + —= 2 0
c? C 1 + —
C
2 0 i E i
w= |12 FeT 0
C
En posant :
E.=y.B' = -g. B'= (1 2_¢j E'
i ii ii 2
C
Compte tenu du résultat de 1’exercice 12.7 :
F + F + F =
oy Brsot o

s’écrit, en exprimant le tenseur électromagnétique
en fonction du quadrivecteur potentiel :

F + F + F = 0
ap.y Br.o o b
On a donc :
F.. + F.. + F.. =0
0i,] ij,0 jo,i
soit :
OF . F .
a9 _ 9
ox? ox"
qui s’écrit :
aE’i J0E’.
— - iJ = 0 ou roti.E’ = 0
ox? Jx J
Posons :
1 .
D1 _ e0 E _ £E,1
VvV o1+ 2 ¢C?
avec :
€0
teA =

Vo1 +2 ¢/C?

ou & est la permittivit¢é du vide dans lequel régne
le champ gravitationnel. Remarquons que D = ¢ E ,

puisque U’ = dvdt = IN 1 + 2 ¢/C* .
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F(XBB = - j(x
donne :
OF"! pmi po om0
Ix | mi mi HO'J
01 .
OF  , pip o Rip o
ox ! 01 J1
0 1 00 1 do
et I'. =—5g g . = — —=
01 2 00,1 c? okl
i
1 D
J C eo0 5 ;
V. 1 +2 ¢/C N 1 D 1 do
i C €0 \ 2 i
ox \/ 1+ 2 o/C C” ox
1 Dj i .0
C 0 5 Fji = MO
\/ 1 + 2 ¢/C

i
Les deux termes en  d¢/0x s’annulent compte
tenu du fait qu’ils sont déa petits et que

1 +2¢/C*=1.

1 . . .0
1 8Di+ 1 D]F;i=Cuosojo=%
V o1+ 2 oc? 9% Vo1 o+ 2 ¢iC?
. 0
0 dt 1
& = U =pgq =0p
Vo1 + 2 ¢C?
Donc :

div D = p

Dans le cas ou localement on a un systeme de

coordonnées spatiales a peu pres orthonormé!
constitué de barres rectilignes rigides, on a

v.. = 08.. et rot.. E> = rot E> et on arrive a :
1) 1) 1
b —
rot E> = 0 D = ¢ E
divD = p

Les équations de 1’électrostatique ont ainsi été
mises sous une forme totalement identique a celles
que l’on obtient dans un diélectrique. Ainsi, le
vide dans lequel régne un champ gravitationnel
statique se comporte comme un diélectrique de

permittivité € = eoN 1 + 2 (})/C2 . Il 'y aura donc

réfraction des lignes du champ électrique.

2. On voit que lorsque I'on s’enfonce dans le
champ de gravité, la permittivit¢ € croit. Les
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lignes de champ du champ électrique ont tendance a
étre  canalis€ées par ce diélectrique situé de
maniere prépondérante en dessous de la charge. Par
conséquent, les lignes de champ "tombent" dans le
champ de gravité et ont 1’allure suivante :

q1 92

3. On voit que la ligne de champ partant d’une
charge et arrivant la ol on mettra 'autre charge,
n’est pas horizontale. Il en résulte une composante
verticale du champ électrique, donc de la force
subie.

En effet, les forces électrostatiques, action des
photons  virtuels sur les charges, ont une

composante vers le bas due a l’action de la gravité
sur ces photons, donc a leur "poids". Le poids

total correspond a I’énergie électrostatique
d’interaction 2des deux charges : &, et vaut
me g = g EC™, en appelant me la  masse

correspondant a cette énergie électrostatique &€ par

la relation & me C
g - 1 a
4 T €0 d
Il vient
2
F = r;leg: qu : E = qu
8meo C d 8 meo C d

F est la force verticale subie par une charge,
moiti€ de la force totale qui se répartit également
par raison des symétrie. E est donc la composante
verticale du champ électrique subie par une charge
de la part de I’autre.

+q +q

/FI//’\XF\

4. On pose :



— q q

S EE ar o+ — 9 g,
3 3 Il 3
4 ®w eo rd 2 T €0 1d 4 ® €0 rd
vV.ro A\
+ —9 o x3 - 9
3 ro C 2
4 ® €0 10 4 ® €0 rd

q 1 .
+ — 3 o A | TO AV
4 eo C ro

Nous allons donc calculer chacune de ces 5 corrections
au champ classique coulombien Ec.

C=rt; d=V y2+z2; Z = 1/2 gtz.

r :\/(X+Z)2+d2

ar = XEIO
2 C
En dérivant rcos 6 =d,

et compte tenu de
sin 60 = x/r0 , on obtient :

e = &4d
2 C

2

Calcul de la premiere correction Ei

IEil = q Xgro _ _ qggx
2meord 2C 41 eo C°rb
Eil = -g’z‘ Ec
C

Calcul de la deuxieme correction E2

Idr I = r0A8 = ro & dz
2 C

( cos 60 dr Il
dr, = ] - sin 60 lidr Il

\ - sin 60 lidr I

Q-‘N Q-‘%
N — =

Ex = - % & )2( Ec + Lz X
C 8 T eo C ro
Calcul du troisieme champ électrique
v=gt=gr/C ; varo = g 10 Xx/C ; on

trouve :

E3 = -3 Ei
Calcul du quatrieme champ électrique

On trouve tout de suite :
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Es = -— 98

2
4 1w eo Cro

Calcul du cinquieme champ électrique

En effectuant avec les composantes les produits
vectoriels, on trouve rapidement :

Es = 2 E2
Et finalement :

E = Ec + —48  x 4+ &ZX

8n£oC2ro 2C2

Ec

Pour E’2 la correction en \/ 1 +20¢/ c? =
(1 - g x/C") est du deuxieme ordre, appliquée aux

corrections a KEc. Elle est donc appliquée
uniquement a Ec, et on trouve :

E’=EC+L2X-g—X2EC
8 meo C” ro 2 C

Enfin, D = e E

5. Lorsque les deux charges séparées par Ila
distance d sont sur une méme droite perpendiculaire
a laccélération (x = 0 et 10 = d), on trouve une
force d’inertie supplémentaire :

2
F =qBE = —4-5—
8 mweo C d

sur chaque particule, correspondant a une masse
supplémentaire totale :

q &
4meoCtd C

2

€ est D’énergie potentielle d’interaction des
deux charges. On Vérizfie bien que !’énergie a une
inertie avec &€ = me C” .

6. Tout d’abord :

rot £ = Lz (grad %0) A X _Lz (grad xj
8 mweo C 2 C
= - g—2 Ec A x - g—Z x ANEc = 0
2 C 2 C
On trouve également tout de suite, avec la
formule divfv = fdivv + gradf . v que
div D=0.
D’autre part, pour o »> 0, donc également
x>0, D=¢ E, et pour une surface fermée tres

proche de la charge, |[[ D.dS = q . Les équations
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de [D’électrostatique écrites a la question / sont
donc bien vérifiées.

Nous faisons ici un petit intermede pour bien
faire sentir intuitivement la réalité du poids de
I’énergie d’interaction.

L’action des deux charges + q l'une sur [’autre
peut étre visualisée par une barre comprimée. La
barre repousse les deux charges en les poussant
également vers le bas. La barre est courbée vers le
haut et s’appuie sur les charges en pesant dans le
champ de gravité.

el +q

La situation d’une charge + q qui attire une
charge -q peut étre visualisée par une barre
tendue et également courbée vers le haut. En effet,
la barre ayant une pression négative est repoussée
par le champ de gravité. La barre tire les charges
vers le haut. Ces barres visualisent la réalité de
I’action gravitationnelle sur 1’énergie, et qui se
répercute  sur les charges. Elles concrétisent
I’énergie d’interaction.

R

Les barres peuvent &tre remplacées par des
particules de champ faisant la navette entre les
deux charges en ayant une trajectoire voisine de la
position de ces barres.

Cela peut sembler contradictoire (cf 7,
chapitre /9 ) d’avoir des particules de masses
négatives repoussées vers le haut et qui pourtant
tombent en chute libre dans le champ de gravité,
comme tout objet, a cause du principe
d’équivalence. Comment une particule repoussée vers
le haut peut-elle tomber vers le bas?

Lorsque nous disons qu’une masse positive attire
une masse négative au 7  du chapitre 19 , il
faut se méfier du language. Nous voulons dire
qu'elle tend a la rapprocher d’elle, mais cela
correspond a une force de répulsion ! C’est a dire
a un gain d’impulsion dans la direction opposée
(voir figure 19.2 ). Une attraction géométrique
correspond a une force de répulsion.

Reprenons ce qui a ¢été dit au 7 du
chapitre 19 mais avec les forces et non plus
géométriquement : on peut alors dire que deux

particules de  masses positives  s’attirent, une
particule de masse positive et une de masse
négative se repoussent, et deux particules de
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masses négatives s’attirent, ce qui contribue a les
éloigner !

On peut donc bien visualiser [attraction des
deux charges avec une particule de charge négative
faisant la navette en passant au dessus du fait de
sa répulsion par le champ de gravité. Cette
particule de masse négative est en chute libre
entre les deux charges.

accélération

7. Comme nous 1’avons dit a la question / , le
champ électrique E est mesuré localement avec des
horloges et des regles étalons locales. Par
conséquent, la variation de 1’écoulement du temps
propre local avec l’altitude va jouer.

-q

Pour le calcul de FA, on place l'origine en B et
x < 0.

Comme nous le voyons sur la figure IIFall = - FA .
2 2
IFal = —— - £
4 1 €0 x 4n£oC|x|
2 2
IFBl = ——  + £
4 1 eo x 4n£oC|x|
et :
2
AF = 2 9 £

4 1 €0 C2|x|

La  moitié Vlent du P ids de I’énergie
élzectrostatl /4 n e C 1 | =me g avec
q/4 ® €0 F T = me C . L’autre moitié vient de Ila
différence d’écoulement du temps entre A et B (on
omet le signe valeur absolue pour Xx) :

At _ g x

B 2

K C

d’ou  une variation du débit de  particules
virtuelles, donc de la force :
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2
AF = F B2 - A4 5
C 4 ®eo C x

Le phénomene qui se passe est exactement le méme
que celui longuement étudié au 16 du
chapitre 8 . Pour visualiser cela, on peut prendre
un tube de section s et de hauteur x. IIFAl/s = pA ;
IIFBII/s = pB et (formule (8,31)) :

Vp=(p+%jg

C
o= mMe _ q’ 1
> * 4qpeoxc %
F 1 q2
p = S =
4 1 eo X
IFBI - IFAl _ q’ . q’
5 x 41me C°x°s 4me C°x°s
| |1 |
p p/C’
D’olu la valeur de IIFBI 5 FAll .
Intuitivement, p = p/C”, car globalement, le
seul terme de pression est celui correspondant a la
direction verticale, et le tenseur

d’impulsion-énergie = des photons virtuels a la
forme :

pC° 0 00
0O p 0O
0O 0 0 O
0O 0 0 O

On sait qu’il est de trace nulle et
2
pC -p=0.

8. On a avec des notations évidentes :

2XB 2 2 X]23
_ q 3+ qu + q g —
4 ®eo rod 8 meo Cro 8 meo Cro
2 2
Fa _ q YyB + q & XB yB
4 T eo r(3) 8 meo Czr?)
quB ngXBZB
i ; T 2 3
4 ®eo rod 8 meo Cro
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y 0

B

Fa + FB = AF  est I’écart a la loi de l’action et
de la réaction.

2 2 2
q g q g XB
2 2 3
41 €0 Cro 4w eo Crd
2
AF = 0 + 9 g XB yB

41 eo0 C°ro
q2 g XB ZB
41 eo0 C°rod

[ | [ |
Po ids de 1’énergie AT/ T

N

La deuxieme force, due a la variation de
I’écoulement du temps, vaut au premier ordre :

g XB

AFt g XB At
Fs ~ 2 T

Le débit de photons virtuels en B est donc plus
grand, d’ou une force plus grande dans la direction
de AB.

Résumons nous, on peut écrire simplement :

1 Az

1
E_EC+2—qmeg_T_’c Ec
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14.1

13.1

Chapitre 13

1. Avec des notations évidentes :
F = GmM

= m X
2

et 4

Il vient :

Or, [I’équation de

déviation des
donne :

géodésiques

x = O0x mesure la séparation entre le point M et

un point matériel immobile en équilibre en O.
et il vient :

R =_inG_E
3 Cz

0 = 0 , on obtient :

et R=-2R",

Roo_;gooR=2Roo=_8nG9= 8 TG

puisque T = p c’ .

Chapitre 14

Dans le cas de la sphere creuse, on

avait :

8 G M

g = = Q
t0,r 3 R C2

et W = % G M2 Q : donc

R C
1 &0r
W = —2 .

00



Ici, gt@,r = - 22J (2}
C'r
= (7)1 = - g G3
Cr
14.2 En magnétostatique, la loi de force s’écrit :
F oo g (BAJ ) aAl)
ox' Jx’
La gravitomagnétostatique est la correction a la
gravitation newtonienne, proportionnelle a la

vitesse de 1’objet étudié, lorsque toutes les
vitesses (objet créant le champ et objet le
subissant) sont. faibles devant celle de la lumiere.

On a ™ = Py C V', les composantes faisant

intervenir 1’indice i se transformant comme celles
d’un vecteur. On peut donc définir le vecteur :

T = Py Cv. D’autre part, 1’équation (74,9)
donne, dans le cas statique :
V2 EOi _ 16 © G Toi
c?
ot U U % nm -

On a donc h01 =h et :

V2R = 16 w G s
c* .
En définissant le vecteur n’ = (hOI) , on a
donc :
V2R = 16 ZE G T°
C

Ecrivons maintenant la loi de force en Relativité
générale.

Nous paramétrons les géodésiques par le temps ¢
du référentiel fixe.

. . k, 1 . i .
i dx dx 1 de 1
F = m —2 = - m Fkl a a - 2 m FO_] C a - m FOO

Le premier terme est négligeable, le dernier ne
fait pas intervenir la vitesse. Le terme magnétique
est donc celui du milieu, or :

i 1 il
roj = 21 (hok,j + hj?»,o ) hoj,?»)



14.3

Dans le cas stationnaire (magnétostatique),

h.;\”o =0 et il vient :

J
S L Y
o = 2 M 01, 0j.i
ii 01
N =-1 e h —-hoi.
Finalement
Ho mc(a_hoj_ a_hm) dx!
ox' ox dt

Cette formule, analogue de la loi de force en
magnétostatique,  justifie les équations de la
gravitomagnétostatique  écrites dans I’énoncé de
I’exercice.

1. Considérons une charge g de masse m animée
d’un mouvement circulaire uniforme autour du point
O . Le moment cinétique vaut J=OMAmMmYV;
J=1JI =m v r. Cette charge tournante est, vue
de loin, équivalente a une spire parcourue par un
courant /.

et le moment magnétique vaut :

_ . qvV 2 _qVr
./I/L—IS—anTl:r— 5

Le rapport gyromagnétique Yz est tel que :

qVvr
M 2
./l/(:'ng g Yo = J =mvr:2qm

Ce rapport entre le moment magnétique et le
moment cinétique est le méme, par sommation, pour
tout ensemble de charges en mouvement.

2. 11 nous faut calculer le champ
gravitomagnétique BG créé a la distance r par une
boule tournante de moment cinétique J.

On sait que le champ magnétique créé par une
boule chargée d’une maniere uniforme et tournante,
a Dextérieur de celle-ci, est celui d’un dipdle
magnétique.

On sait d’autre part que le champ magnétique d’un
dip6le magnétique est, dans le plan perpendiculaire
a I’axe du dipdle et passant par ce dipdle :

Cela donne, pour une boule tournante, chargée
avec la densité volumique p :



K, J K,

_ Jo_ q_ _J
B = -g7¥% 5 = 72 3
r r
Nous faisons ensuite la substitution :
16 T G
PP, C i R
C
Il vient :
B = 2G4
C r
On a ensuite F =m C v A BG , soit :
mr6’ = -mCr 23G‘;
C r
e,, — _ 22G i r,
C'r
14.4 La différence des temps vient de la force
gravitomagnétique tantot attractive, tantot

répulsive, ce qui modifie la force centrifuge
nécessaire pour sustenter le satellite.

Les vitesses sont v+, V-, et v lorsque il n’y a
pas d’effet magnétique. Les temps sont t+, t- et t.

La différence des chemins parcourus pendant Ila

période d’un tour, ¢, vaut : Il =Avt avec
Av = Vv - v+ ; vi <V et Il =(t+r - 1) v,
t+ >t .
A
te -t = =% ¢
v

m Y- Av)? _ m vt Av)*

F + -F +
r r
2F = 4m"rAV = 2mCv Bc
ce qui donne Av = G C
t-t= ?Jz% : -t =2 ?Jz%
C™r C™r

t=2T r3/GM;et v=2Tr/t.

Il vient alors :

+ -t = #
cC"' M
14.5 Le champ gravitomagnétique a Dintérieur de la

sphere creuse vaut :

2 (_1675G

3 C4

Bc =

)(GMC)RQ



or 47l:R2(5M=M;i1Vient:
B = .5 GM g
C” R

3
La force subie par une particule de masse m et de
vitesse v vaut :

F = mC vABsG = m v AC Bg

A Tintérieur d’un référentiel tournant a la
vitesse angulaire ®, un corps de masse m est soumis
a la force de Coriolis :

Fc = -2m OAV = m VA2®
et un pendule de Foucault précesse a la vitesse
angulaire ®i =- o . Identifiant F et Fc¢, le
pendule précesse a la vitesse angulaire :
6. B g (3o,
C” R
b= 4 GM g
C” R

ce qui est la formule (14,38).

14.6 1. Pour un dipdle magnétique de moment magnétique
, on a:
B = Ho 2 M cos © ot B. — Ho M sin 0
r 47T i 06 " 4w JE

La rotation de 1’axe du gyroscope se fera autour
de J moment cinétique de la Terre, donc également
autour de la  composante BGZ du  champ

gravitomagnétique, I’axe des z étant pris
parallelement a J.

On obtient donc BZ = Br cos 0 + Be cos(0 + T/2)

B = Ho 2 M cos’0 ) Ho M sin0
z 4T 3 4 3




En faisant la substitution By > - 16 © G/C* ;
P> Py, C et en tenant compte du rapport

gyromagnétique (voir exercice 14.3), on obtient :

B = 2GJ [sinzﬂ - 2COSZGJ
z 303
C
et, d’apres 1’exercice 14.5 0 = - C Bo/2 , soit :
W = G J (2 cos’0 - sinzﬂ)
2 3
C™r
avec O = /2 - O , angle avec le plan équatorial :
W = O = G J (2 sin’ol - cosz(x)
z 2 3
C™r
o = 21 (3sin20c-1)
C

Il nous faut ensuite prendre la valeur moyenne de

®,  sur un tour, ’axe du gyroscope tournant

toujours exactement a la vitesse angulaire O du

point ou il est, donc a des valeurs différentes
suivant la  position par rapport a 1’équateur;
L’angle final dont aura tourné le gyroscope étant

d’autre part 1’intégrale de ® .

z
C'r
avec : ] = % M R’ Q
Ona: r = R = 6400 1(32&1.;
G = 6.67810_ SIL ; M=6 10" sI ;
C=310"s1.: T=2mQ =24 h . On obtient :

<(0Z> = 10 s1 = 0.065 ’’/an

N

Un projet est a 1’étude (Université de Stanford,
réalisation finale vers 1996) pour I’envoi de
gyroscopes utilisant la technologie des
supraconducteurs dans un  satellite en  orbite
polaire basse (Satellite Gravity Probe B). La
précision prévue de I’expérience est de 0.5
milliseconde d’arc par an.

2. Au dessus du pdle, on a O = /2 et :
& = 2 GJ

z 2 3
C'r

dans le méme sens que la rotation de la Terre.
Au dessus de I’équateur, on a o = 0 et :



dans le sens opposé de la rotation de la Terre.

Ceci est bien en accord avec les explications
intuitives, faisant appel par exemple au mouvement
d’un fluide visqueux, données au paragraphe 13 .

Chapitre 16
16.1 . s=2G M/C* =295 107 m

2. Le temps mis par la lumiere pour traverser le
quasar est de [Dordre de t = 1s/C soit
t = 2.7 heures lumiceres .

Cela permet a des fluctuations globales
d’intensité du quasar (donc d’amplitude du méme
ordre de grandeur que le rayonnement total du
quasar) d’avoir lieu dans wune telle é&chelle de
temps. Les différents points du quasar peuvent en
effet interagir dans cette échelle de temps

16.2 1. On trouve rs = 8.89 mm.
2.

Alzil-ll

V 1 - rs/r

avec 1 =40000 km et r = 6400 km , on trouve
Al = 2.8 cm .

16.3 1.

[/ /[
v, = %1 cavec dil =V B dr et du=V A dt

d’apres le paragraphe 21 .

B dr 1 /
vi=/ x q =T 5z (- CVirr

d’apres la formule (16,30).

2. Lorsque 1 — 15 , \A — C . Ainsi, on retrouve

le fait que I’horizon de Schwarzschild correspond a
un endroit ou la vitesse de libération (mesurée

localement ici) est égale a C! Cela donne donc une
assise rigoureuse au raisonnement de



16.4

I’exercice 7.1 ; d’autant plus que la formule
(16,28) est la méme que celle trouvée classiquement
a I’exercice 7.2 .

En conclusion, la Relativité générale donne une
loi de chute, examinée toujours localement,
completement identique a la loi newtonienne, et
I’horizon de  Schwarzschild correspond bien a
I’endroit ol la vitesse de libération est é&gale a
la vitesse de la lumiere.

En r=r1, on a v, = C pour une particule

matérielle, en contradiction avec la Relativité
restreinte. Cela implique qu’a partir de cette
endroit, D’existence d’un référentiel immobile par
rapport a I’extérieur du trou noir est impossible,
puisque par rapport a un tel référentiel, on aurait
une vitesse supérieure ou égale a C. A [Dintérieur
de I’horizon de Schwarzschild, i 'y a un
entrainement forcé vers le centre du trou noir de
tous les référentiels, d’ou I’effondrement
irréversible de tout ce qui est a [Dintérieur de
I’horizon vers le centre du trou noir. La loi de
chute (16,28) est encore valable a [D’intérieur du

trou noir, et :

32

AT R

_ 2
3CV Is

est le temps propre de chute du mobile é&tudié,
depuis la valeur r =R jusqu'au centre du trou
noir.

1.

C*dt’ = AC d’ - B drf donne pour dr = 0

dt = du =V A dt

et :

-
v =V A d v/ 1 - —Rdr
C” A dt

La valeur de \A donnée a D’exercice 16.3 permet

d’écrire :
dat = dov 1 -vf/c2

ce qui est la formule (3,6) qui s’applique
effectivement dans un référentiel galiléen local.

2. (16,30) donne :



dr

/A A
a - V AB Vrs/r C puis :

ot =V A dt/l- B A ¢

c’ A

=V A dt 1 - -2 = Aadt

r

16.5 L’effet Doppler donne :
Vo1-vi/c?
e e
d’autre part dtt =V A dt donne Vi = Voo IN A
et :
v = C s
1 r
/ 2, 2
1 -v/C
A

1 +V1/C

=/1_rs/r\/1-rs/r: 1 -rs/r _ dT

Todt
1 +V rs/r 1 +V rs/r ”

dt est Dlintervalle de temps propre entre
I’émission de deux crétes d’ondes. dto  est
I’intervalle de temps observé a [Dinfini lors de la
réception de ces deux mémes crétes d’ondes.

Aoo \Y 1 +V rs/r -1 + rs/r

Z=X_1=V00_1= 1- rs/r

rs + Ir Is
r - Ts
Lorsque r — rs , on retrouve (16,29) :

2 rs

r - Is

7z o

16.6 1.

2 = ACtd? - B d

C dt =\/;/;; dr

0 = ds



{00 100
J Cdt = J V B/A dr

t T

too + Otoo ro
J Cdt = J \/B/A dr

t + Ot r + or

3. La deuxieme équation s’écrit, compte tenu de
la premiere :

t 0o too + Otoo oo
JCdt + J vV B/A dr + JCdt = J V B/A dr

t + Ot r too r + Or
-Cdt + Coto = -V B/A Or
ot = OT/A
-C% + C dto = -V B/A Or
1 + Otoo B 1 or 1 _Ts
TA ot~ A C ot A r
Otoo 1 1+ _Is
ot - A r
Ts
Stoo LT T
6t | s

formule trouvée dans 1’exercice 16.5 .

4. On en déduit, comme dans 1’exercice 16.5 :

r's +V rrs

r - Is

16.7 1.

Pour un signal lumineux :

10

©»



r(t) r

2. r—rs; (16,3]) donne t — +00 et on voit

que si r=r1s, I’intégrale diverge
logarithmiquement.

La premiere divergence correspond au fait que
I’objet n’ atteint jamais la surface de

Schwarzschild; il lui faudrait un temps infini.

La deuxieme divergence montre que lorsque 1’objet
s’approche de la surface de Schwarzschild, le temps
mit par les signaux lumineux qu’il envoie pour
arriver au poste d’observation éloigné devient
également infini.

Ces deux effets s’ajoutent pour empécher de voir
I’objet atteindre la surface de Schwarzschild.

3. z = dto/dT - 1 .

deo _ 1 1 dr(v)
de c | _ s dt
r(t)
dtoo 1 1 I's I's
a =L+« 1_3(1‘7) - €
T
= 1 + SEL
T
dtoo _ dteo dt _ 1 +V 15/t
dt —odt dt T 1 - rs/r

d’ou I'on déduit z comme dans les exercices
précédents.

4.
_ C—r: = Log(r - rs) + Cte
100 100
1 dr _ 1 r dr
C 1 - rs/r C r - Ts
r(t) r(t)
100
1 rs dr 1
T J - s = - T TIs Log(r - rs) + Cte
r(t)

11



too =t - % rs Log(r - 1s) + Cte
too = - (I‘:s Log(r - rs) - (I‘:s Log(r - 1s) + Cte
2 r1s
to = - c Log(r - 1s) + Cte
dtoo 2rs dr . 27rs /
@t T Ch-omdt C Ca-ory C VT
dteo _ 215 ot g = Gt o 2715
dt r - Is T odr r - Ts
C tx
z = Cte X les

Telle est la forme de z en fonction du temps de
réception too, seule formule vérifiable
expérimentalement.

On voit que la formule fait intervenir un facteur
2 par rapport a la formule trouvée au paragraphe /7
donnant z en fonction du temps universel d’émission
t.

Cette différence provient du fait que, au fur et
a mesure que le temps s’écoule et que 1 objet
s’enfonce vers la surface de Schwarzschild, Ile
retard d’arrivée de la lumiere augmente. La formule
donnant too contient deux termes égaux : le retard
et #, le retard augmentant exactement comme f.

Cela signifie que le signal qui arrive [/ seconde
apres le premier au poste d’observation, a été émis
par le mobile 1/2 seconde seulement apres le
premier en temps universel, et possede un décalage
vers le rouge moins fort que celui du rayonnement
émis [/ seconde plus tard en temps universel.

per Jem |
i i retard 2

Signal : Sign al |

.

' Surface de ' Surface de '
Schwarzschild Schwarzschild

— retard 1 ——

La formule trouvée nous montre cependant que le
décalage vers le rouge du signal recu croit
exponentiellement en  fonction du temps de
réception, et I’objet disparait donc brutalement a
la vue.

12



16.8

100
(1: J 1-d£s/r ; us=soro r=ni
r
dr = - Is du
2
u
1s/roo
. Is du 1s/Too
1 u2 _ _ _Is du
C 1 -u C - w)
Is/T
1s/T
1 1 1 1
) = T-a Y 2t
u(l - u u
I's/To0
Ts 1
= - [-Log(l-u)-T+Logu}
Is/T
Is 1 - rs/r roo
- C |:Log1-rs/roo_ rs+_rs+Log roo}

soit, en posant X = r/rs et X0 = roo/rs :

s 1 - 1/x X
too-t—-C [Logm-xoo+x+Log XOO:|

Changeons l’origine des temps en ce qui concerne
la mesure du temps too; on prend alors :

o -t = - (I‘:s [Log(l-llx)+x+Logx}

et :

1 +V x

z = x -1

16.9 1. Or% obtient : 3 V alr=u ; alr = u2 :
r=afu ; dr = - 2 a/u du

——3 du

w5, %

u(l—uQ) u (1-u2)

SR N SRS SR
u4(1 } uz) u4 uz 2 (+1) 2 @-1)



dr _
( )
A 1_%)
1(r)3/2 r 1 vV r +V a
3 7w ) vV 2 tales

At =t - to

(V) (V)
(Vo) (Vo /)

3. 11 suffit de faire simplement rs — 0 ; il

reste :
C-1t = —2 (r” - rom)
3 \/ Ts

- 1s Log

t-t =

2 ( 32 3R )
_— 10 - T
3 C V Ts

o >r et t > to
analogue de (16,28). Dans cette derniere formule,
on avait pris 1 =1s, mais la formule s’applique
pour toute valeur de r. La justification est que
lorsque s - 0 & 1/rs — +0 , t=7T.

4. r =15, il vient :

14



-C (t-1t) =

Cte + 1s Log (\/ r -

r7)

_C (t- to)

Vi Ve =ce e s
)(Jr'+Jr;)=

e

) Ct
r-rs = Cte e Is
5. En choisissant convenablement

temps pour f, on peut prendre :

Vv x + 1 2

t = 2,46 107 [Log -

VA

too -t

W

De méme pour
too -t =

et too = (to - t) + t
judicieusement choisie.
D’autre part :

1 +V x

z = x -1

I’origine

avec une origine des temps

des

) 2V

X3/2- 2V x }

- 2,46 107 [Log(l-%) + X + Logx}

On obtient alors le tableau suivant :
z 10°° 3.16 107° 107" 3.16 107 107’
X 10'° 10° 10° 10 10°
o216 10 -5210° | - 1.6 107 | - 5.210° | - 16400
teo - | - 2.46 10| - 2.46 10"| - 2.46 10°| - 246 - 24.6
oo | - 1.6 10 -5.210° | - 1.6 107 | - 5.210° | - 16424
- 519 ans - 16 ans - 6 mois - 6 jours | -4.6 heures

15




z 3.17 10°° 1072 3.26 107 0.11 0.43

X 10° 10* 1001 101 11

ol -5 - 16 - 0.521 | -0.0171 |-7.46 10"
too - | -2.46 - 0.246 - 0.0248 | -0.00259 |-3.27 10"

e |- 521 - 16.6 - 0.54 - 0.02 - 0.0011

- 8.7 mn

z 2.41 20.48 200 2000 20000

X 2 1.1 1.01 1.001 1.0001

&t [-7.26 10°] 2.1410°| o0.81 10| 1.38 10%]| 1.95 10
teo - |- 4.9 107 2.96 10°| 0.88 10*| 1.45 10*| 2.02 10™

oo |- 121 10 s5.1107 1.70 10| 2.84 10 4 10°*

z 200000 2000 000 2 10’ 2 10° 2 10°

X 1.00001 1.000001 1.0000001 | 1 + 10°° 1+ 10°

L 2.51 107" 3.08 107" 3.65 107" 4.21107" |~ 4.79 107"
teo - t| 2.59 10 3.15100% 3.7210%| 4.28 107° 2‘“85 10°*

too 0*| 6.2410*] 73710%] 0.8510°| o0 96 10

/\/\/\ SN

107 0.113 10

0.1136

10°°

0.1133 10°°

0.1131

L’objet devient brutalement invisible en  1/10000
de seconde lorsque son décalage vers le rouge passe
de 2.41 a 20.48 .

D’autre part, on voit que vers la fin du tableau,
too augmente d’environ 0.113 millieme de seconde
pour chaque multiplication par 10 de z. Or :

too

+7
, = Cte e 2 rs/C _

+ t00/4.9 107
Cte e

donc :

16

0.057 10
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16.10

16.11

+ Atoo/4.9 107 X
10 = e soit Ato = 4.9 107 Log 10

Atoo = 0.113 10~ |

De plus, on voit que cet intervalle de3 temps
vient pour moiti€  de At = 0.0565 10 et
A(teo-t) = 0.0565 10~ .

6. 8 mn = 480 s . Les effets de ralentissement
du temps et de contraction des longueurs é&tant
négligeables deés que 1’on est un peu éloigné de la

surface de Schwarzschild, on asdonc : r/C = 480
tandis  que s r1s/C =246 107 . On a donc
X = 480/2.464 107 = 19512195 s . On obtient donc
z = 2.26 10 et to = - 1414003 s . L’instant

too = 0 correspond a peu pres exactement au moment
de Dextinction de I’objet (voir tableau), donc le
temps vaut 16.37 jours.

7. v =2 G M/r

r dr = 2G M dt
L(r)”_ 2GM |
3 C 3

et I’on obtient t = 16.36 jours.

On peut penser faire monter I’horloge de facon a
ce que son temps propre s’écoule plus vite que sur
terre. Mais si on la fait monter trop haut pendant
le temps considéré, on [’accélere trop, ce qui,
compte tenu de Ieffet de relativité restreinte,
ralenti I’écoulement du temps.

La trajectoire optimale qui maximise I’écoulement
du temps propre est celle qui correspond au
mouvement de chute libre, la particule étant lancée
vers le haut a linstant ta, de facon a retomber
juste a l’instant tb.

Les particules libres décrivent en effet les
géodésiques de I’espace-temps d’apres le
paragraphe 3 du  chapitre /12 . D’apres les
paragraphes 4 et 5 du chapitre /10 et le § 3 du
chapitre // ainsi que le § 6 du chapitre /10 ces
géodésiques rendent stationnaire le temps propre et
cela correspond a une maximisation. Le chemin de
temps propre maximal entre deux évenements est donc
celui correspondant au mouvement d’une particule
libre reliant ces deux événements.

1. D’apres 1’élément linéaire de Schwarzschild,
pour un objet immobile, on a :

17



dti = VvV 1 - rs/r dt

2. L’équation des géodésiques (16,7) donne pour
un objet en orbite circulaire dans le plan
équatorial (o0 = 0) :

. @24_ A 2 ﬂ2_0
B dp 2 B dp B

D’autre part (16,5) donne :

C’ dtt = (1%) C? dt® - * 46’
Il vient :
2 2 2 .2 2 1 C2 2
C’dv’ = (1-—rS)Cdt-r e
r 2 r 2
T
c’dv’ = (1-3rS)C2dt2
2r

dTc =\/1-3I‘s/2r dt

3. Pour la trajectoire circulaire d’un photon, on
sait que le temps propre ne s’écoule pas. Un photon
ne vieillit pas! Et dTc =0 donne 3 rs/2 1 =1
Soit r=3r1/2, ce qui est bien le résultat
trouvé au § 15 .

4. (16,7) donne :

r do® = Az C af
soit
2
r do® = “(2: dt’
2r

avec 15s = 2 G M/C2 .

3 3

T
dt = G—M d@ et T = 27

ce qui est le résultat newtonien!

5. tt étant le temps d’une horloge étalon fixe a
la distance », on a, pour un photon, la vitesse de
la lumiere mesurée localement étant toujours égale
a C: C=2mr1/ Ti; Ti est la période, mesurée
localement avec wune horloge étalon fixe a la
distance r, pour un tour. On a r = 3 /2 .

18



TT = TV 1 -71s/r = TN 3

Il vient :

puis

3V 3w
C

D’un autre c6té, d’apres la question 4 :

3
T 3 rs 3 rs 2
T =2/ M = 2%/ 3 (2) 2
rs C

et on retrouve le méme résultat pour 7.

T =

6. On a :
,CC:,Ci\/l-?»rs/Zr
V 1 - rs/r
3 rs Ts Ts
Tc = Ti (1-4r+2r) —Tn(l-4r)
2 G M v’ G M 2 G M
=5 > T = > vV = T
C r
G M 2
’Ccz’Cl(l- 2) =’Cl(1-vz)
2 r C 2 C

e = vV 1 -vY/C?

ce qui est le résultat de la Relativité restreinte.

16.12 Nous notons simplement v pour Vi V=V voir

§ 21 pour la définition de vy

oV 1 -v7C* = Cte : 1/A = Cte

le

2
7\’ _ ZOJTEVC . o = oo
v A
2 2
Il vient 1 - Z/ C = Cte
r v r2 V2
= Cte : . Cte

5

19



16.13

Q2r vi o+ 2r2VV’)A - v A =0

2 v v 2
- VZVA - (1- VZJA’ = 0
C C
2 2
\Y C
VV’=-(1- )A’
Cz 2 A
2 2 2 2 2 2
2rvA-r(1-L)A’C VA = 0
2
C
2
. 2 r A’ C . )
soit vVio= S5a ; 1l vient :
r dO r dO

dt 2 2 r
T

(d@)zz v A A’ C?

ce qui est le résultat déja trouvé.

1. Dérivons I’équation (/6,21) par rapport a ¢q :

d’r rs [ dr > d s ) 1
— = "% la) 1 a l-—]—
dq r 4 r

Compte tenu du lien entre g et T, on obtient :

d’r rs 2 J? 3
2 > 2 - T T2 T 4 7 b-f
C” daz r T

(16,17), (16,11) et (16,13) avec (16,20)
donnent, en un point ot dr/dt = O :

A 2 2
| J

) r* (de)? 1
I o= 2 2 \dt 2 2
A’ C 1 r (d@)

. 2 . .
et on voit que J° dépend de la vitesse et croit
avec celle-ci. Finalement :

d’r 1 1 C'm szcz(3 )
- I's - T

drt r2 r4 2

2. On a bien la somme d’un terme constant et d’un
terme dépendant de la vitesse. Remplacant rs par sa
valeur, le premier terme vaut -G m M/r" ; c’est
bien [I’attraction newtonienne. Pour le deuxieéme
terme, avec 1 » 15 , et dO/dt faible :

20



17.1

dt

2 2
I = ®

A C?

. 2 2 , .
et on obtient m® r/A=m® r; c’est bien la
force centrifuge.

3. Pour r supérieur a 3/2 rs , rayon de la
trajectoire circulaire de la lumiére, on a bien une
force centrifuge tendant a éloigner ['objet de
1’ astre. Pour r =321, la force -centrifuge
est nulle quelle que soit la vitesse! Définissant
les lignes '"droites" de 1’espace comme les lignes
parcourues par la lumiere (définition différente de
celle utilisant une ficelle tendue), on peut en
effet considérer que 1’objet va en ligne droite!

Pour r<3/2r, la force centrifuge est
négative et propulse 1’objet vers 1’astre, cette
propulsion augmentant, comme J~, avec la vitesse.

4. Ce comportement inhabituel de la force
centrifuge dans un champ gravitationnel intense a
d’importantes applications en astrophysique.

Ainsi, lorsqu’une masse de gaz tournante se
contracte en conservant sa masse et son moment
cinétique, elle s’aplatit progressivement sous
I’action de la force centrifuge. Mais, dans les
dernieres phases de la contraction, lorsque le
champ gravitationnel est tres fort, la masse de gaz
cesse de s’aplatir et au contraire regagne de la
sphéricité sous 1’action de cette méme force
centrifuge.

Chapitre 17

1.

N
p = lorsque 0o = —x— R

(17,36) donne :

2 2
3 ro 1 r
5" L -—% - 5 - —% dt
2 R’ 2 R’

Le terme entre crochet est celui que l’on trouve
au dénominateur dans I’expression de p de la
formule (17,39). 11 s’annulle pour p = au
centre. Donc p = pour r=0 =
dt =0 X dt; A =00 XAt. Et:
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Le décalage vers le rouge est infini.

2. N’importe quel flux de particules venant de
I’infini, des neutrinos par exemple, dont on sait
qu’ils peuvent  traverser sans interagir des
quantités énormes de matiere, donneront un flux
infini au centre, le temps ne s’y é&coulant plus vu
de D’extérieur :

Pour un écoulement stationnaire de ces
particules, la conservation du débit aux différents
niveaux donne en effet dNr/dt = Cte (fig. 17.1);
dNr est le nombre de particules franchissant Ila
sphere de rayon r pendant le temps df mesuré a
I’infini.

Pour r = O on obtient alors :

dNo dNo dt
dt = dt dr - Cexe

Ce débit infini mesuré localement correspond a un
terme de  pression infini dans le  tenseur
d’impulsion-énergie : débit radial d’impulsion
radiale infini.

La pression infinie est bien reliée au fait que
le temps ne s’écoule plus, ce qui empéche toute
possibilité  "d’équilibrage” d’un flux de particules
venant du dessus. Ceci correspond tout a fait a
I’explication intuitive qui a été donnée au § 16
du chapitre § .

dNr

Fig. 17.1

3. (17,36) donne pour r = 10 :

dt = 1 - —— dt
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avec

18.1

18.2

ro
7‘002
rd
-
R2
A - A
, = 00 ro _ 1 ) 1
:ro 2
| . L0
ﬁz
2V 2 A rd 8
10 = R S S R A
3 Rz 9
et z =2

On retrouve bien le fait, mentionné au § 10 ,
que la pression devient infinie au centre avant que
I’horizon de Schwarzschild n’existe réellement a
Iextérieur de I’astre, c’est a dire avant que
z =0 . Cela est é&vident, puisque lorsqu’on
s’enfonce dans 1’astre, le temps s’écoule de plus
en plus lentement. C’est donc au centre de 1 astre
qu’il s’écoule le plus lentement, et c’est la qu’il
cesse de s’écouler en premier, lorsque la masse
augmente jusqu’a sa valeur critique.

4. Le fait que certains quasars aient un décalage
vers le rouge supérieur a 2 implique qu’il ne peut
s’agir d’astres en équilibre, le décalage vers Ile
rouge étant supposé d’origine gravitationnel. Or
nous avons vu au § I7 du chapitre /16 que le
décalage vers le rouge d’un astre en effondrement
gravitationnel n’est pas constant mais évolue au
contraire tres rapidement de facon a rendre 1 astre
brutalement invisible.

La seule origine possible du décalage vers Ile
rouge des quasars, constant pour chaque quasar
étudié, est celle d’un mouvement rapide
d’éloignement (il n’y a jamais décalage vers le
bleu!) qui ne peut s’expliquer que dans le cadre de
I’expansion de 1’univers (voir le chapitre 18). Le
fait que ce décalage soit constant implique que
toutes les régions émissives subissent le méme
décalage. Il ne peut donc pas y avoir, surajouté au
décalage vers le rouge cosmologique, un décalage
gravitationnel. Les régions émissives doivent donc
étre assez éloignées de la sphere de Schwarzschild.

Chapitre 18

v =41 X 50 / 3.27 = 627 km/s
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18.2 1.

S
Ec = JJJ% pvzd’c = J %pH2r247l:r2dr
0

5
2. La solution est donnée par 1’équation (17,47).
3. Ec+Ep=0 = p=3HRTG.

18.3 On a v(r,t) = H(t) r .
1.

%‘E— + div(pv) = 0

divipv) = 3pH = 3p%.

il vient :

%%+3p%.:0

et on retrouve (18,23) avec p =0 .

2. L’équation d’Euler s’écrit :

g—:’ + (vv)v = -—Gz %ﬂ:pﬁu
r
H x
> > 0 0 0
(V?)V = (Hxa;+Hya§+Hza;) Hy
H z
On obtient, en x :
H x + H x = -%npr
or H= S/S ; il vient :
) .2
S S S 4
S .t 2 T 3 rGP
S S
S"= - % gGps
3
Partons maintenant de (/8,22) que nous dérivons :
5§ g 8§Gp'sz+16§GpS'S

compte tenu de 1’équation de continuité, on arrive
bien a la méme équation différentielle en S.

18.4 1. On trouve pec =3 107 kg/m’ ; np =2 m™ .

2. V=nd ha=66510" m’:
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18.5

18.6

18.7

18.8

M = 3.98 10" kg ; il vient :

=598 107" .
voie lactée
3.
-7.3
p = pux U8 = 610
107
P = 02 Qo = 0.1

Pe ' ’

Cette valeur de qo est, en ordre de grandeur,

proche de 0.5, la valeur de qo pour un espace

plat. La présence de matiere cachée peut donc
amener qo a la valeur de 1/2 .

1. 1.086 (1 - 1/2) z - 1.086 (1 - 0.1) z = - 1
z = 2.3

L’objet est plus lumineux dans le cas de I’espace
plat.

2. (18,98) donne :
t = 16/(3.3)"7 = 2.67 G.al,
to - tt = 13.3 milliards d’années lumiéres.
3. I faut donc sonder I’univers tres loin pour

avoir une différence d’éclat significative
permettant de trancher.

172
(1 + Z) = 1 + T - ?

il reste a diviser en  puissance  croissante
z+2z/4 par 1 + z et on trouve :

0 o= < [, 3 2
~ So Ho 4

ce qui est (18,55) avec qo = 1/2 .

2 2
vV 1 +2qz = 1+q0z-qO z

2

d’ou la valeur de dL .

k=-1 ; qo<1/2.
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ri
J _dr Argsh 11

En effet :

- 1R
Cdt _ C 1 2 qo
J—S(t) = Ho (1-2qo+ ” ) dx
So

B 1 1 (chy - D
- CJ So Ho 90 3/2 dy

= Y(o) - Yy(t1) ; car C=Ho Sov 1 -2 qo

(d’apres (18,74))

:Argch(l+ﬂ)-Argch(1+1_2q0 1 )
qo 1+ z

(18,19) donne :

rl :sh[Argch(l+ﬂ)} (1+1-2q0 1 )
qo qo 1+ z

- sh [Argch(l+1_2q0 . ﬂ (1+M)
qo 1+ z qo

sh (Argch x) =V x> -1

On obtient la méme chose qu’au § 40 avec un
changement de signe sous la racine carrée.

rr = S [V 1 -2q0 (qoz+1-qo

qo* (1 + z)

-\/1+2qoz‘\/1-2q0‘ (1-qo)}

et (18,74) avec - C? = So* Ho® (2 o - 1) redonne
bien (18,95).
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18.9 Compte tenu de ce qui a été dit au § 7 du
chapitre /8 , nous avons :

B’
Rrr - " r B
puis, avec 1’équation de la fin du § 20 du
chapitre 18 :
B" g2 g 5 g*2
Ry = - B 2 o .t o
T ! l1-kr ‘C°S C S
2 .. .2
Ry = - =X 2 > 2 ( ? + 225 2)
T 1l -kr l1-kr ‘C°S C° S

L’équation du champ en r-r s’écrit donc :

2k s? st 28°? 1 s? 6k 68S°
B 2 2 s .t oot 2 2 2
1 -kr 1 - kr Cc™ S Cc” S 1 -kr S Cc” S
+6S‘2) _ 8mG _ps’
c? s’ ct 1 - ki’
kC® + 255" + s2 = 8EC ¢
2
C
(18,22) donne alors :
8§Gpsz+8nGpSZ=-ZSS“
2
C
D’autre part, la dérivée de (18,22) donne :
2
S..:8§Gp.s +8§GpS
2 S
Il vient :
8 TG 8 TG 2 ST 8 G .. S 8 n G
3 P F ; P T s T3 P2 P
C S’
soit :

. p | S _
p+3(p+—2)s—0

C
Ainsi, I’équation du champ en r-r avec celle en
t-t nous donne 1’équation dynamique (/8,23)

comme prévu.

18.11 1. On obtient :
s« = .416 (p+3—§)s
C

2. S"=-GM/S*=-43TGpS.
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On voit qu’il s’ajoute a p le terme 3 p/C2
montrant bien que les trois composantes de pression
du tenseur d’impulsion-énergie agissent
gravitationnellement.

3. Dans le cas du faux vide :

4
2 A C
p=-PC =-g7g¢6 <0

(18,23) donne alors p° =0, puis p = - p° c’=0

VA ci3 ot

L’exponentielle d’exposant négatif disparait en
effet rapidement.

La pression négative se comporte d’une maniere
répulsive du point de vue gravitationnel, d’oli une
période  d’expansion  exponentielle de  D’univers
appelée inflation.

4.

S = Cte
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